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第 1 章 绪 论

１．１１．１１．１１．１ 题

１）承受总纵弯曲构件：

连续上甲板，船底板，甲板及船底纵骨，连续纵桁，龙骨等远离中

和轴的纵向连续构件（舷侧列板等）

２）承受横弯曲构件：甲板强横梁，船底肋板，肋骨

３）承受局部弯曲构件：甲板板，平台甲板，船底板，纵骨等

４）承受局部弯曲和总纵弯曲构件：甲板，船底板，纵骨，递纵桁，龙

骨等

１．２ 题

甲板板：纵横力（总纵弯曲应力沿纵向，横向货物或上浪水压力，横向

作用）

舷侧外板：横向水压力等骨架限制力沿中面

内底板：主要承受横向力货物重量，骨架限制力沿中面为纵向力

舱壁板：主要为横向力如水，货压力也有中面力

第 2 章 单跨梁的弯曲理论

２.1 题

设坐标原点在左跨时与在跨中时的挠曲线分别为 v(x)与 v( )1x

１）图 2.1�
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图 2.1

图 2.2

图 2.3
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如图 2.4， ( ) ( ) 0v l v l′= =由 得
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2.5 题

：（剪力弯矩图如２．５）2.5�图
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：（剪力弯矩图如２．６）2.7�图
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2.6 题
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2.7.题
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2.8 题 已知： 203 75 225 , 1.8 , 75 1050kgl cm t cm s cm cmσ= × = = = =

1025 10 0.75 76.875kgq hs cmγ= = × × =

1）.计算组合剖面要素：
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若不计轴向力影响，则令 u=0 重复上述计算：

2

2
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0.56%

1424
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×
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中

相对误差：

结论：轴向力对弯曲应力的影响可忽略不及计。结果是偏安全的。

2.9.题
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2.10 题
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2.11 题

图２．１２ 0
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2.13�图
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2.12 题

1）先计算剖面参数：
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( )

( )
( )

2

2 3

2 3

2

2

6
1002 10

6 3

2 5042 4

34
2

6

p i i
i

p

bhW

cm

W A y

A h bh cm

f W W

bh

bh

=

×= =

=

⎛ ⎞= ⋅ = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

= =

∑

形状系数

图２．８ａ

( )

max

4
2max

4

max max

2 ( 2.8a)
100 2400 8 10

3
5 16 16 8 10 512

16 5 5 500

y

y
y

P

kgM W cm
W

P l W P kg
l

σ

σ
σ

= = × = ×

× ×
= = =

×

）求弹性阶段最大承载能力 如图

令

即 解出

( )
( )
3) u

p y

P

W σ=p

求 极限载荷

用机动法 此结构

达到极限状态时将

出现三个塑性铰，

其上作用有塑性力

矩M 如图由虚功原理：

图２．８ｂ2 42
2

u
u

PP l
δδδ

⎛ ⎞⋅⎛ ⎞ ⎜ ⎟⋅ + =⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
pM

( )44 4 2400 50 960500
p y

u
WP kgl l

σ × ×∴ = = = =pM

2.13 补充题

剪切对弯曲影响补充题，求图示结构剪切影响下的 v(x)
解：可直接利用

2
30 0

0 0
6( )

2 6 s

M x N EIv x v x x x
EI EI GA

θ
⎛ ⎞

= + + + −⎜ ⎟
⎝ ⎠
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0 0

2

0 02 2

2 3
2

2 2 2

0 0 ( ) 0 ( )

3 3
6 62 2

3 6( )
2 6 2 6 2(2 6 )

s s

s

v v l EIv l m

ml mlN M mEI EIl lGA GA

m lx l lx EIv x x
EI l l l GA

θ

α α
α

α α α

′′= = = =

= = −
+ +

⎡ ⎤− −
∴ = + + =⎢ ⎥+ + +⎣ ⎦

则边界条件：

得

2.14. 补充题

试用静力法及破坏机构法求右图示机构的极限载荷 p，已知梁的极限弯矩为 pM

（20 分） （1983 年华中研究生入学试题）

解： 1）用静力法：（如图２．９）

由对称性知首先固端和中间支座达到塑性铰，再加力 ，当 pup p→

作用点处也形成塑性铰时结构达到极限状态。即：

8
4

pu
p p u

Mp l M M p l− = ∴ =

2）用机动法：
8 2 82 p p

u
M Mp pl l

δ
δ

⋅
= ∴ =

2.15.补充题

求右图所示结构的极限载荷其中 （1985 年哈船工研究生入,3
l p qlEIα = =

学试题）

解：由对称性只需考虑一半，用机动法。当此连续梁中任意一个跨度的两

端及中间发生三个塑性铰时，梁将达到极限状态。考虑 a) 、b)两种可能：

2
0

2

2

2 2) 2 4 0

16

2) 4 0

16

l

u p

p
u

u p

p
u

a q xdx M
l l

Mq l

b p M
l

Mq l

δ δ

δ
δ

⎛ ⎞⋅ − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

⋅ − =

∴ =

∫对

解得

对

（如图２．１０）取小者为极限载荷为 即承受集中载荷 p 的跨度是破2
8 p

u
Mq l=

坏。
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图２．９ 图２．１０
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第３章 杆件的扭转理论
3.1 题

a) 由狭长矩形组合断面扭转惯性矩公式：

3 3 3 3 41 1 650 10 200 8 80 8 26.4
3 3i i

i
J h t cm⎡ ⎤= = × + × + × =⎣ ⎦∑

b) 3 3 3 41 70 1.2 35 1 15 1.2 60.6
3

J cm⎡ ⎤== × + × + × =⎣ ⎦

c) 由环流方程

( ) ( )
( )

( )

2

02
02

2 2

2 5 4
0

4
2 4

40 41.6 20 0.8 3023.2

1 2 40 41.6 131.68
1.6

4 3023.2 131.68 2.775 10

t

Bredt t t
Mf A

M ds Mds AJAG GJ dsA G t
t

A cm

ds
t

J cm

τϕ

π

π

=
′ = ⎯⎯⎯⎯→= ⎯⎯⎯→= ∴ =

= × + + =

= × + =

∴ = × = ×

∫ ∫
∫

∫

� �
�

�

公式 材力

本题

3.2 题

对于 a)示闭室其扭转惯性矩为
( )
( )

( )
42

3
0

44
4
a tAJ t a tds a t

t t

−
= = = −

−∫�

对于 b)开口断面有 ( )
3

31 4
3 3i i

tJ h t a t= = −⎡ ⎤⎣ ⎦∑

2

0
0

3 271(
4

tb

ta

M GJ a tJ J
M GJ t
ds
t

ϕ
ϕ

τ

∴

′ −⎛ ⎞= = = =⎜ ⎟′ ⎝ ⎠

∫�

两者扭转之比为

倍）

本题易将 的积分路径取为截面外缘使答案为300倍，误差为10%，

可用但概念不对。若采用s为外缘的话，J大， 小偏于危险。

3.3 题

( ) ( ) ( )

( )

8

1

2

22

8 4
2 2

8 1sin cos sin
2 8 2 8 4

4 2 100 30 2 9.555 /2 (300 0.2)2 sin
4

t
n

t

b bM p p pb

A b t b t b t

bpMf kg cmA
b t

π π π

π

=

= = × × =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − − = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

× ×
∴ = = = =

−−

∑
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( )
( )

( )2

4

5

100 9.56 8 sin
88 sin

2 2 8 2 2sin os
8 8

100 9.56 8 4 10 (
4 29.8 os 8 10 0.2

8

b tl f lfds b t
AG t AGt b t c

c

π
π

ϕ
π π

π
−

× × −⎡ ⎤∴ = = − =⎢ ⎥⎣ ⎦ − ⋅

× ×
= = ×

× × ⋅ × ×

∫�

弪）

3.4 题

.将剪流对内部任一点取矩

1 1 2 2
2156 62 32

2 2 3 3
67 73 7843

1 2 3
21562 32673 78437

1 2 3

1 1 2 2 3 3

( )

( )

2 2 2 .........(1)
I II III

t

f rds f f rds f rds

f rds f f rds f rds

f rds f rds f rds

f rds f rds f rds

A f A f A f M

+ − +

+ + − +

= + +

= + +

= + + =

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

� � �

� � �

由于 I 区与 II 区，II 区与 III 区扭率相等可得两补充方程

( )

31 2 2 1

1 2 26 73

3 2

3 37

2 1 3 3 21 2

1 2 3

2
1 3 1 2

1 1 2 3

1 2 3 2

1 2

1 1
2 2

1
2

23 .....(2)

(1)(2) 2

2 2
3 3

13

II

III

t

ff f f fds ds ds ds ds
GA t t GA t t t

f fds ds
GA t t

f f f f ff f
A A A

A A A A a

A f f f M
f f f f

f f

⎛ ⎞−⎡ ⎤+ = − −⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠
⎛ ⎞−

= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ − +−
= =

= = =

+ + =

− = −

− =

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

� � �

�

即：

联立（注意到 ， ）

1 3 2

2
2

1 2 3

1 2
1 2 2 2 3

1 62

3
0

0

3
14

2 7
( 4 )

2
9 2 51

2 14 7 142
2

14
5

t

t

t t t

t

Mf f
a

f M a
f f f

M M Mf f ads ds
aGA t t a a a tGG t

M J a tJ G

ϕ ϕ

ϕ

⎧
⎪ ⎧ = =⎪ ⎪
⎨ ⎨
⎪ ⎪ =⎩⎪ − + −
⎩

⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′∴ = = − = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

′∴ = =

∫ ∫�

解得

知
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第４章 力法
4.1 题

0 0 2 02.75 26

2.51 0.8 1.025 1.845 /
2

0 1

l l cm I I I I

q

= = = =

⎛ ⎞= + × × =⎜ ⎟
⎝ ⎠

令

由对称性考虑一半

吨 米

对 ，节点列力法方程

( )

3
0 0 1 0 0

0 0 0

3 3
0 0 1 0 0 1 0 2 0 0 0

0 0 0 0 0 0

2
0 1

2
0 1

2
1

2
0

0
3 6 24

(0.8) (0.8) (0.8 )
6 3 24 3 (26 ) 6 (26 ) 24 (26 )

/ 2 8

2.09 0.2549

0.0817 1.139

0.0842 1.175

M l M l ql
EI EI EI

M l M l ql M l M l q l
EI EI EI E I E I E I

M M ql

M M ql

M ql t m

M ql t

⎧
− − − =⎪
⎪
⎨
⎪ + − = − − +⎪⎩

⎧ + =⎪
⎨

+ =⎪⎩

= = ⋅
∴

= =

即：

( )m
⎧⎪
⎨

⋅⎪⎩

4.2.题

( )

1 1 1

2
1 1 2 2 32 2 2 2

2 2 2 3

1 1 2 32 2
2

1 1 3 2

2,

2
2

6 3 24 3

2 1
8

c
Q l p Q

Q l l M lM l Q l
EI EI EI EI

Q l I lQ lM
Q l I l

= =

−
+ − =

⎛ ⎞⎛ ⎞
= − +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1

将第一跨载荷向 支座简化

M

由 节点转轴连续条件：

解得
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2

2 1 2

8 2 16
16

8
2

A

B

Ql Ql

R M l Q
M M MQR Q

l l

− −= =×
= − =⎧

⎪
−⎨ ⎛ ⎞= + + = −⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

2若不计各跨载荷与尺度的区别则简化为M

4.3 题

由于折曲连续梁足够长且多跨在 a, b 周期重复。可知各支座断面弯矩且为 M
对 2 节点列角变形连续方程

3 3

3 6 24 3 6 24
Ma Ma qa Mb Mb qb
EI EI EI EI EI EI

+ − = − − + 解得

( )
23 3 2

2 2 1
12 12 12
q a b q qb a aM a ab b

a b b b
⎛ ⎞⎛ ⎞+ ⎛ ⎞= = − + = − +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟+ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

４．４题

，4.4�图 2 1对 ， 节点角连续方程：

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

2
1 0 2 0 0 1 0

0 0 0 0

2
1 0 2 0 0

0 0 0

1

7 / 2
6 4 3 4 180 4 3

8
0

3 4 6 4 180 4

41 0.1242
330

/ 55 0.0182

M l M l Q l M l
E I E I E I EI

M l M l Q l
E I E I E I

M Ql Ql

M Ql Ql

⎧
+ − =⎪

⎪
⎨
⎪
− − + =⎪
⎩

⎧ = =⎪
⎨
⎪ = =⎩

解得：
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12 34 0 23 0 12 23 34 0

4.5
4 3 ,I I I I I l l l l= = = = = =

�图

令 ， 由对称考虑一半

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

2
1 0 2 0 0

0 0 0

2
1 0 2 0 0 2 0 2 0

0 0 0 0 0

1

2

2
0

3 4 6 4 45 4

7
6 4 3 4 180 4 3 3 6 3

41 0.1242
330

/ 55 0.0182

M l M l Q l
E I E I E I

M l M l Q l M l M l
E I E I E I E I E I

M Ql Ql

M Ql Ql

⎧
− − − =⎪
⎪
⎨
⎪

+ − = − −⎪
⎩

⎧ = =⎪
⎨
⎪ = =⎩

（ ） （ ）

解出：

4.5 题

( )0 0

0 0

2 0 2 0 2 0
2

0 0 0

2 0 0

0 0
1 2

0 0

0
1

4.4
1 2

3 6

2 3

3 3 6 3 6
6

4 20
6 3

1 2 1 1 110
3 3 3 36 36

2 1 2 9
45 11 36 3 16

l l
EI EI

M l M l M l
E I E I EI
l EI

l E I
EI l

K

QlM

α

θ

α

α α

⋅
= =

= + =

∴ = ∴

= = ⋅ =

⎛ ⎞⎛ ⎞= + + − =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

�

�

2

对图 刚架

对图4.5 所示刚架考虑 ， 杆，由对称性

（ ） （ ）

均可按右图示单跨梁计算。

（ ）
由附录表A-6（5）

0
0

0 0
2 0

41 0.1242
330

7 1 10 0.0182
180 11 36 7 55

Ql Ql

Ql QlM Ql

⎧ ⎞ = =⎪ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪

⎨
⎛ ⎞⎛ ⎞⎪ = + = =⎜ ⎟⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎩

4.6 题
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2

21 24
2

2
21 24 2

3 3
2

M l M l
EI EI

M M M

θ

θ∴ = =

∴ = ⎯⎯⎯⎯→=

∵

节点平衡

为刚节点，转角唯一（不考虑23杆）

( )2 2 2
2 2

2

21 24
21 24

21 24

2 6,
3 6 6

1 3 1 321 , 24

6

M l M l l EIK
EI EI M EI l

EI EIK K
l l

EIK K K
l

θ
θ α

α α

∴ = = ∴ = = =

= = = =

∴ = + =

若 杆单独作用， 若 杆单独作用，

两杆同时作用，

4.7.题

已知：受有对称载荷 Q 的对称弹性固定端单跨梁（ ）， 证明：相应固定系数 与 关EIl χ α

系为：
21 1 EI
l
αχ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟

⎝ ⎠

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

3 6

............................. 1
2

0

........................................ 2
2

2 1 1 1 11 2 122 1 2 21

i

EI l

Ml MlM Q
EI EI

lM Q
EI

M M

lM Q
EI

M l EI
EIM l EI
l

αα

θ α θ

θ α

α

θ

χ α
αα α χ

=

= = − − +

⎛ ⎞∴ = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

= =

=

⎛ ⎞
= = = ⎯⎯⎯→ = −⎜ ⎟+ + ⎝ ⎠+

证：梁端转角

令 则相应 固端弯矩

即

得 或：

讨论：

1）只要载荷与支撑对称，上述结论总成立

2）当载荷与支撑不对称时，重复上述推导可得
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( )
( )

( ) 112 1 16 3
2 1 3 1 3

11
1 2

~

j

ij
jij ij

i i
ij ij i i

ij i

ij i j

ij ij i
i

i

i i

or

M M

M

λ
χλ χ

χ α
λ χ α χ

λ

χ χ χ

λ χ χ
α

χ

α α

α θ α χ

− ++
= = −

+ +

= − −

= − −

= = =
+

=
i i

i i

式中 外荷不对称系数

    支撑不对称系数

仅当 即外荷与支撑都对称时有

否则会出现同一个固定程度为 的梁端会由载荷不对称或支撑不对称而

影响该端的柔度 ，这与 对梁端的约束一定时为唯一的前提矛盾，所

以适合 定义的 普遍关系式是不存在的。

4.8 题

( )

( )

3 3
1

2

1 1 1 1

1 1
1 1 1 1

3

1 1

2 48 6

1

2(2 )
3 3 2 16

2
2 2

3 23,
11 36

A l EI l EI

p lM l v M l v
EI l EI l EI

M M pv A R A p
l l

plM pl v
EI

= =

⎧
+ = − − +⎪

⎪
⎨

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ = = + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎩

= − =

列出节点的角变形连续方程：

联立解出

画弯矩图见右图

4.9 题

１）如图所示刚架提供的

( )
( )
( )

( ) ( )

1 2 1

5

5

5

5 0

0
3 7 6 7

2,

2 3
2

pA A V

pl lM l
E I E I

M pl

pl pl pF
l

θ
== =

=

− + =

∴ =

− −
= = −

支撑柔度为

而由 节点 得

由卡瓦定理：
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( ) ( )

( )

1 1 1

1 1 1 2 2 2 10 0

23 3 3 3

2 20

1 3 3
7 2 2

1 3 1
7 3 2 7 3 4 12

p p

l l

p

l

M MA V ds
EI P

pps s ds pl s l s ds
E I

l l l ll s ds
E I EI EI

= =

=

∂
= =

∂

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞= + − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞= + − = + =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

∫

∫ ∫

∫

２） 0 1由对称性只需对 ，节点列出方程组求解

3
0 1 1

3 3
0 1 1 1 1

3
1 0

1 1 1

0
3 6 24

6 3 24 3 6 24

12 2 2

M l M l v ql
EI EI l EI

M l M l v M l M lql ql
EI EI l EI EI EI EI

M Ml ql qlv A R
EI l

⎧
− − + + =⎪
⎪
⎪

+ + − = − − +⎨
⎪
⎪ ⎡ − ⎤⎛ ⎞= = + +⎪ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦⎩

4
2 2

1 211 36, 36, 2
18
qlql ql v v
EI

= = − = =0 1联立解得：M M

４．１０题

3

a)  =1 384, 1 192,

2

192

Q qal
Qq ql
a

k Ei al

β γ

β
γ

= =

= =

=

1 2

1 2

3 3
1 2

5

3 3 3
1 2

3

3
3

3) 2 2
2 1,
3 3
5 7 3 10
384 180 2 2 8

5255 5 3 3
384 384 384 384

5
384

5 1,384 48
5 48 3 15
384 2 16

48

qal qalb Q Q Q qal

Q Q Q Q

Q l Q lv
Ei Ei

Q l Q l Ql
Ei Ei Ei

Ql
Ei

Q qalq ql
a a

Eik Ei alal

β γ

β
γ

γ

= + = + =

∴ = =

⎛ ⎞= + + −⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞×
⎜ ⎟= + = +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

∴ = =

×
= = ⋅ =

= =

∵ 中
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3 3
481 1) , , ,48 48

Ei Eic p p Q p k al alβ γ
γ

= = = = ∴ = =

3
2

3 1 1 1 1 114) 3 , 48
4 4 4 4 4 8

l

d p k Ei al⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − ∴ ⋅ ⋅ − = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2
3 pl

pl 48p
令 p= (同c图)

48Ei 6Ei 6

5 48 55 1, , 2384 48 384 2 16

1 1 1 1 48 1 23 231
3 2 4 9 6 6 36 27

Q qalQ qal q ql
a a

p p

β
β γ

γ
×

= = = ∴ = = ⋅ =

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎡ ⎤= × − − ∴ × =⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎣ ⎦

3 3

e)

pl pl
令 p=

48Ei 6Ei

3

1 1 1 11 2 1
2 2 2 2 2

768 1 3 1 3 24 768
77 12 2 2 2 2 7

mm

m m Eik all l

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞= − ⋅ − − + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦
⎛ ⎞∴ × − × = − =⎜ ⎟× ⎝ ⎠

3 27pl l
f)令

768Ei 6Ei

p=-

( )

( )

3
0

3
03

3
0

) )
2 2

192 6
1

192192 (2 ) 2 2 6

192

qal qlg p a p Q q p a

Ei l k x a
k EiA E i l k x a

l
k k a Ei al

θ
γ

= = ∴ = =

⎧ = ≠
⎪= = ⎨

= × = =⎪⎩
∴ = =

同 即

4.11 题

0,v θ= = ∴∵支柱处 可简化为刚性固定约束 仅考虑右半边板架
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( )

( )
( )

33 0
0 0 0 4

0

0
4

4 00

0

1
48
1 1 1 1 1 111
6 4 2 16 4 48 16

11
16

248 48 6
9

2
96

1
2 4 9 2

p p

EIk Ei al EI l l
l

EI
ll

u
E I

γ

β

β
γ

=

⎡ ⎤⎛ ⎞= ⋅ − − =⎜ ⎟⎢ ⎥ ×⎝ ⎠⎣ ⎦

=

= = =

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠= =

p=

( ) ( )
( )

( )

0
0

1 0

1

11 66 161 0.874 0.4507
8 8

111 0.852 0.852 0.2929
2 2 32

p lp l
M pl

p pN P p

λ

ϕ

⋅
∴ = = × =

= ± = ± × = × = ±

( )

( ) ( )

max 0

33 3 3
0 0 0

1
0 0

0

3
4

11 6 0.8896 161 0.1528
9 96 9192
2

lv v v l

p l pl pl
EI EIE I

η

⎛ ⎞= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

× ×
= = ⋅ =

×⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

4.12 题

5 4
0 0 1 0 0

2 6 2
0 0 0

1
1 3 2

1 5.833 10 10 2.5

1.857 , , 1 2 10

'

yQ sin
l

ysin sin 0.707 sin 1
l 4 2

a l m i I cm L l l b l

I I Q q al q kg cm E kg cm

v

c c c

π

π π π

= = = = × = = =

= = = = ×

= = = = = =

中

设

求：中纵桁跨中及端部弯曲应力及

解：因主向梁两端简支受均布载荷 故其形状可设为
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( )

[ ]

11

12

2

1 1i 1 1
1

2 1 1 2 1 2

3 6
2 2

1 1 1 13 0.02083
6 4 4 4

1 1 1 1 11 0.01432
6 2 4 16 4

1 0.02083 0.707 0.01432 1 0.0411
0.707

40.0411, 0.01302384

2 10 5.833 1

i i
i

c I c I

I I

k Ei al

γ

γ

γ γ

γ γ γ β

γ

∗

=

∗ ∗ ∗

∗

⎡ ⎤⎛ ⎞= × − =⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞= × − − =⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

= = × + × =

= = = = =

= = × × ×

∑

按对称跨中求

( )

( )

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

35 2 3

2
0 02

2 0 0
2 0 0

30 44 0 0 0 03
1 1

1 2 1

2
2

1
2

0 0.0411 10 10 283

0.01302 10 3.168
0.0411

10 4 10 1.857 0.0411 1.2
2 4 2

1.2 0.728, 0.813, 0.774

3.168 1 101 (1 0.728) 0.304
283

kg cm

q lQq q l
l l

lL iu I l l I
al I

u u

qv u cm
k

β
γ

γ

ϕ χ χ

ϕ

∗

∗

× × =

×
= = =

= = × ≈

= = =

× ×
= − = − =中

( ) ( )

( ) ( )

22
2 0 0 02

5

22
1 0 0 02

5

1.2 3.168 10M 0.813 51 1010
12 I 51 12 10.833 10

2

u 3.168 10 0.774 51 481
24 I 51 24 10.833 10

q l lq L kg cm
hI t

q l lq L kg cm

χ
σ

χ
σ

×
= = ⋅ = × =

×⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

×
= ⋅ = × =

×

端

中

4.13 补充题 写出下列构件的边界条件：（15 分）
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1）

( ) ( )
( )

( )
( )

1v 0 A 0 0

00

p EIv v l

v lEIv m

⎧ ′′′ ′= − =⎡ ⎤ ⎧⎪ ⎪⎣ ⎦
⎨ ⎨

=′′ = ⎪⎪ ⎩⎩
解：

2）

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

1 1 2 2v 0 0

0 0 0

EIv m v l EIv l m

v v l

α α⎧ ⎧′ ′′ ′ ′′= − = +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎨ ⎨

= =⎪ ⎪⎩ ⎩
解：

3) 设 x=0,b 时两端刚性固定；y=0,a 时两端自由支持

2

2 00
x=0,b y=0,a y

⎧∂∂⎧ ==⎪ ⎪
∂∂⎨ ⎨

⎪ ⎪⎩ ⎩

ww

解： 时 时x

w=0 w=0

4) 已知：x=0,b 为刚性固定边;y=0 边也为刚性固定边：y=a 为完全自由边

0
x=0,b

y=0 0ww
y

∂⎧ =⎪
∂⎨

⎪⎩
∂

= =
∂

w

解： 时 x

w=0

时

( )

2 2

2 2

2 2

2 2

0

2 0

w w
y x

y a
w w

y y x

µ

µ

⎧∂ ∂
+ =⎪ ∂ ∂⎪= ⎨

⎡ ⎤∂ ∂ ∂⎪ + − =⎢ ⎥⎪∂ ∂ ∂⎣ ⎦⎩

时

4.14题.图示简单板架设受有均布载荷 q 主向梁与交叉构件两端简支在刚性支座

上，试分析两向梁的尺寸应保持何种关系，才能确保交叉构件对主向梁有支持作

用？

解： 少节点板架两向梁实际承受载荷如图，为简单起见都取为均布载荷。由∵
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对称性： 由节点挠度相等：1 2R R R= =

3 3
1

3 3
2

Q l5 1 Rl
384 Ei 48 Ei

Q L11 5 RL
972 EI 162 EI

1 1Q Q
3 2

w

w

qal qlL qbl qlL

⎫
= + ⎪⎪

⎬
⎪= + ⎪⎭

= = = =

主

交

1 2

使之相等令

( )

( )

3

3

5 11 5R= ............................. 1
1152 1944 48 162

0

1

qlL

l I
L i

αα

α
α

α

⎛ ⎞ ⎡ ⎤− +⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎦

= >

解出节点反力

dR
式中 ——交叉构件与主向梁的相对刚度，且

d

由 节点反力将随 的增加(即交叉构件刚性的增加）而增加。

当
5 548

1152 24
qlL qlLα →∞ = × =max时R=R

这时交叉构件对主向梁的作用相当于一个刚性支座

当 表示交叉构件的存在不仅不支持3

5 11 I 1.3 0
1152 1944

i R
l

α < < <
3

时即 时
L

主向梁，反而加重其负担，使主向梁在承受外载荷以外还要受到向下的

节点反作用力这是很不利的。

∴只有当 时，主向梁才受到交叉构件的支持。3 3

I 1.3
L

i
l

〉
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第 5章 位移法

5.1 题

图 4.4 ， ，0 10012 QlM −= 15021 QlM = 02332 == MM

，2
0

0'
12

)4(2
θ

l
IE

M = 2
0

0'
21

)4(4
θ

l
IE

M =

2
0

0
3

0

0'
23 2/

4
2/

2
θθ

l
EI

l
EI

M +=

2
0

0
3

0

0'
32 2/

2
2/

4
θθ

l
EI

l
EI

M +=

对于节点 2，列平衡方程

即：
⎩
⎨
⎧

=+
=

0
0

2123

32

MM
M

⎩
⎨
⎧

=+++
=+

0
0

212321
'

23
'

3232
'

MMMM
MM

代入求解方程组，有

，解得

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=++

=+

15
4

)
88

(

0
84

0
3

0

0
2

0

0

0

0

3
0

0
2

0

0

Ql
l
EI

l
EI

l
EI

l
EI

l
EI

θθ

θθ

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

×
=

×
−=

0

2
0

3

0

2
0

2

1544

1522

EI
Ql

EI
Ql

θ

θ

所以
2

' 0 0 0
12 12 12 0 0

0 0

8 41 0.1242
22 15 10 330

EI Ql QlM M M Ql Ql
l EI

⎡ ⎤−
= + = − = − = −⎢ ⎥×⎣ ⎦

2
' 0 0 0 0

21 21 21 0
0 0

16 0.0182
22 15 15 55

EI Ql Ql QlM M M Ql
l EI

⎡ ⎤−
= + = + = =⎢ ⎥×⎣ ⎦

图 。 由对称性知道：04.5 2 3θ θ θ= − = −

1） ， ，10012 QlM −= 15021 QlM = 02332 == MM

2） ，2
0

0'
12

)4(2
θ

l
IE

M = 2
0

0'
21

)4(4
θ

l
IE

M =

' 0 0 0
23 3 2 2

0 0 0

2 (3 ) 4 (3 ) 6E I E I EIM
l l l

θ θ θ= + =

3） 对 2 节点列平衡方程 23 21 0M M+ =
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即 ，解得0 0 0
2 2

0 0

16 6 0
15

EI Ql EI
l l

θ θ+ + =
2

0
2

022 15
Ql

EI
θ = −

×

4）求 （其余按对称求得）12 21 23, ,M M M

2
' 0 0 0

12 12 12 0 0
0 0

8 41 0.1242
22 15 10 330

EI Ql QlM M M Ql Ql
l EI

⎡ ⎤−
= + = − = − = −⎢ ⎥×⎣ ⎦

2
' 0 0 0 0

21 21 21 0
0 0

16 0.0182
22 15 15 55

EI Ql Ql QlM M M Ql
l EI

⎡ ⎤−
= + = + = =⎢ ⎥×⎣ ⎦

，其余 ， ，23 21M M= − 43 21M M= − 34 21M M= − 32 23M M= −

5.2 题

由对称性只要考虑一半，如左半边

1）固端力（查附表 A-4）

，2
12 0 0 0

1(2 ) 10
5

M Q l q l= − = − 2
21 0 0 0

2(2 ) 15
15

M Q l q l= =

25 23 32 34 0M M M M= = = =

2）转角 对应弯矩（根据公式 5-5）2 3,θ θ

， ，' 0
12 2

0

2 (4 )
2
E IM
l

θ= ' 0
21 2

0

4 (4 )
2
E IM
l

θ=

5 2

' 0 0 0
25 2 5 2

0 0 0

4 2
4 4 2
EI EI EIM
l l lθ θ

θ θ θ
=−

= + =

，' 0 0
23 2 3

0 0

4 2EI EIM
l l

θ θ= +

' 0 0
32 2 3

0 0

2 4EI EIM
l l

θ θ= +

4 3

' 0 0 0
34 3 4 3

0 0 0

4 2
4 4 2
EI EI EIM
l l lθ θ

θ θ θ
=−

= + =

3）对于节点 2，3列出平衡方程

即32 34

21 25 23

0
0

M M
M M M

+ =⎧
⎨ + + =⎩ ( )

' '
32 34 32 34

' ' '
25 23 21 23 21 25

( )M M M M
M M M M M M
⎧ + = − +⎪
⎨ + + = − + +⎪⎩

图 5.1 （单位： ）2
0 0q l
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则有 ，得

0 0 0
2 3 3

0 0 0

2
0 0 0 0 0 0

2 2 2 3
0 0 0 0

2 4 0
2

8 4 2 2
2 15

EI EI EI
l l l

EI EI EI EI q l
l l l l

θ θ θ

θ θ θ θ

⎧ + + =⎪
⎪
⎨
⎪ + + + = −
⎪⎩

3
0 0

2
0

3
0 0

3
0

12
1045

16
3 1045

q l
EI

q l
EI

θ

θ

⎧ −
=⎪

⎪
⎨
⎪ =⎪ ×⎩

4）
3

' 2 2 20 0 0
12 12 12 0 0 0 0 0 0

0 0

4 12 1 257( ) 0.246
1045 5 1045

EI q lM M M q l q l q l
l EI

⎡ ⎤−
= + = + − = − = −⎢ ⎥

⎣ ⎦

3
2 2 20 0 0

21 0 0 0 0 0 0
0 0

8 12 2 26 0.0415
1045 15 627

EI q lM q l q l q l
l EI

⎡ ⎤−
= + = =⎢ ⎥

⎣ ⎦

3
2 20 0 0

25 0 0 0 0
0 0

12 6 0.0057
2 1045 1045
EI q lM q l q l
l EI
⎡ ⎤−

= = − = −⎢ ⎥
⎣ ⎦

3 3
2 20 0 0 0 0 0

23 0 0 0 0
0 0 0 0

4 212 16 112 0.0357
1045 3 1045 3135

EI q l EI q lM q l q l
l EI l EI

⎡ ⎤ ⎡ ⎤−
= + = − = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥×⎣ ⎦ ⎣ ⎦

3 3
2 20 0 0 0 0 0

32 0 0 0 0
0 0 0 0

2 412 16 8 0.0026
1045 3 1045 3135

EI q l EI q lM q l q l
l EI l EI

⎡ ⎤ ⎡ ⎤−
= + = − = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥×⎣ ⎦ ⎣ ⎦

其余由对称性可知（各差一负号）： ， ，65 12M M= − 56 21M M= −

， ， ， ；弯矩图如图5.152 25M M= − 54 23M M= − 45 32M M= − 43 34 32M M M= − =

5.3 题

（ ） ， ，其余固端弯矩都为 014 25 0M M= = 12 8M pl= − 21 8M pl=

， ， ，'
41 1

2EIM
l

θ= '
14 1

4EIM
l

θ= '
52 2

2EIM
l

θ= '
25 2

4EIM
l

θ=

，'
63 3

2EIM
l

θ= '
36 3

4EIM
l

θ=

，'
12 1 2

4 2EI EIM
l l

θ θ= + '
21 1 2

2 4EI EIM
l l

θ θ= +

，'
23 2 3

4 2EI EIM
l l

θ θ= + '
32 2 3

2 4EI EIM
l l

θ θ= +

由 1、2、3节点的平衡条件

即

14 12

21 25 23

32 36

0
0

0

M M
M M M
M M

+ =⎧
⎪ + + =⎨
⎪ + =⎩

( )
( )
( )

' '
14 12 14 12

' ' '
25 23 21 23 21 25

' '
32 36 32 36

M M M M

M M M M M M

M M M M

⎧ + = − +
⎪⎪ + + = − + +⎨
⎪ + = − +⎪⎩
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1 1 2

1 2 2 2 3

2 3 3

4 4 2
8

2 4 4 4 2
8

2 4 4 0

EI EI EI pl
l l l
EI EI EI EI EI pl
l l l l l
EI EI EI
l l l

θ θ θ

θ θ θ θ θ

θ θ θ

⎧ + + =⎪
⎪
⎪ + + + + = −⎨
⎪
⎪ + + =⎪⎩

解得： ， ，
2

1
27

22 64
pl
EI

θ =
×

2

2
5

22 16
pl
EI

θ = −
×

2

3
5

22 64
pl
EI

θ =
×

2

14 12
4 27 27 0.0767

22 64 352
EI plM M pl pl
l EI

⎛ ⎞
= − = = =⎜ ⎟×⎝ ⎠

2

41
2 27 27 0.0383

22 64 704
EI plM pl pl
l EI

⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟×⎝ ⎠

2

36 32
4 5 5 0.0142

22 64 352
EI plM pl pl M
l EI

⎛ ⎞
= = = = −⎜ ⎟×⎝ ⎠

2

63
2 5 5 0.007

22 64 704
EI plM pl pl
l EI

⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟×⎝ ⎠

2

25
4 5 5 0.0568

22 16 88
EI plM pl pl
l EI

⎛ ⎞
= − = − = −⎜ ⎟×⎝ ⎠

2 2

23
4 5 2 5 35 0.0497

22 16 22 64 704
EI pl EI plM pl pl
l EI l EI

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − + = − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟× ×⎝ ⎠ ⎝ ⎠

21 25 23
75 0.1065

704
M M M pl pl= − − = =

2

52
2 5 5 0.0284

22 16 176
EI plM pl pl
l EI

⎛ ⎞
= − = − = −⎜ ⎟×⎝ ⎠

弯矩图如图 5.2
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5.4 题

已知 ， ，12 0 3l l m= = 23 02.2 6.6l l m= = 24 03 9l l m= =

， ， ，4 4
0 0.3 10I cm= × 12 02I I= 23 03I I= 24 08I I=

， ，0 2 12 0 0
1 1
2 2

Q q l q l= = 4 04q q=

24 24 24 0 0 0 0 0 0
13 (3 )3 6 9
2

Q Q Q q l q l Q Q= + = + = +矩 三角 （ ）

1）求固端弯矩

， ，21 0 0 10M Q l= 12 0 0 15M Q l= − 02332 == MM

0 0 0 0 0 0
24

(9 )(3 ) (6 )(3 ) 33
1015 12

Q l Q l Q lM = − − = −

0 0 0 0 0 0
42

(9 )(3 ) (6 )(3 ) 21
510 12

Q l Q l Q lM = + =

2） 转角弯矩

，
( )0' 0

12 1 2
0 0

2 24 (2 ) E IE IM
l l

θ θ= +

图 5.2（单位： ）ql
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( )0' 0
21 1 2

0 0

4 22 (2 ) E IE IM
l l

θ θ= +

，' 0 0
23 2 3

0 0

4 (3 ) 2 (3 )
2 (2 ) 2 (2 )
E I E IM

l l
θ θ= +

i i

' 0 0
32 2 3

0 0

2 (3 ) 4 (3 )
2 (2 ) 2 (2 )
E I E IM

l l
θ θ= +

i i

，' 0
24 2

0

4 (8 )
(3 )
E IM
l

θ=

' 0
42 2

0

2 (8 )
(3 )
E IM
l

θ=

3）对 1、2、3节点列平衡方程

即：

12

21 24 23

32

0
0

0

M
M M M

M

=⎧
⎪ + + =⎨
⎪ =⎩

0 0
1 2 0 0

0 0

0 0 0
1 2 3 0 0

0 0 0

0 0
2 3

0 0

8 4 15

4 796 30 16
33 11 5
30 60 0
11 11

EI EI Q l
l l

EI EI EI Q l
l l l

EI EI
l l

θ θ

θ θ θ

θ θ

⎧
+ =⎪

⎪
⎪⎪ ⎛ ⎞+ + = − −⎨ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎪
⎪

+ =⎪
⎪⎩

解得： ， ，

2 2
0 0 0 0

1
0 0

2234 0.03397
32880

Q l q l
EI EI

θ = − = −
2 2

0 0 0 0
2

0 0

209 0.07628
1370

Q l q l
EI EI

θ = =

2 2
0 0 0 0

3
0 0

209 0.03814
2740

Q l q l
EI EI

θ = − = −

4）求出节点弯矩

21 0 0 0 0
4 2234 8 209 1 1.0487
32880 1370 10

M Q l Q l× ×⎛ ⎞= − + + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

23 0 0 0 0
12 209 6 209 0.6241
1.2 1370 2.2 2740

M Q l Q l⎛ ⎞= × − × =⎜ ⎟
⎝ ⎠

24 0 0 0 0
32 209 33 1.6727
3 1370 10

M Q l Q l⎛ ⎞= × − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

24 0 0 0 0
14 209 21 5.0136
3 1370 5

M Q l Q l⎛ ⎞= × + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

弯矩图如图 5.3。

5.5 题

图 5.3（单位： ）
0 0Q l
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由对称性只考虑一半；

所以：

， ，0
12 43

41
330
QlM M= − = − 0

21 34 55
QlM M= − = 0

23 32 55
QlM M= − = −

5.6 题

1.图 5.4 ：令0
10 0 12 10 0 12 0, , 1.5I I I l l l l= = = =

节点号 1 2

杆件号 ij 12 21 23

0/ijI I —— 4 3

0/ijl l —— 1 1

ijk —— 4 3

ijC —— 1 （1/2）对称

ij ijC k —— 4 3/2

ij ijC k∑ —— 11/2

ijλ —— 8/11 3/11

ijn —— 1/2 ——

0/ijM Ql -1/10 1/15 0

0

'
0

/

/
ij

ij

m Ql

m Ql
-4/165 -8/165 -1/55

0/ijM Ql -41/330 1/55 -1/55

节点号 0 1 2

杆件号 ij 01 10 12 21

0/ijI I —— 1 1 ——

0/ijl l —— 1 1.5 ——

ijk —— 1 2/3 ——

ijC —— 1 3/4 ——

ij ijC k —— 1 1/2 ——

ij ijC k∑ —— 3/2

ijλ —— 2/3 1/3 ——

ijn —— 1/2 0 ——
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由表格解出

01 0.1222M Ql= −

10 0.0222M Ql=

12 0.0222M Ql= −

21 0M =

2.图 5.5 0

令 ， ，10 03I I= 0 12I I=

，10 0l l= 12 0l l=

， ，0q q= 10 0 0Q q l= 0 0
12 2

q lQ =

0/ijM Ql -1/10 1/15 0 0

0

'
0

/

/
ij

ij

m Ql

m Ql
-1/45 -2/45 -1/45 ——

0/ijM Ql -11/90 1/45 -1/45 0

节点号 0 1 2

杆件号 ij 01 10 12 21

0/ijI I —— 3 1 ——

0/ijl l —— 1 1 ——

ijk —— 3 1 ——

ijC —— 1 1 ——

ij ijC k —— 3 1 ——

ij ijC k∑ —— 4

ijλ —— 3/4 1/4 ——

ijn —— 1/2 1/2 ——

2/ijM ql -1/12 1/12 -11/192 5/192

2

' 2

/

/
ij

ij

m ql

m ql
-5/512 -5/256 -5/768 -5/1536

2/ijM ql -0.0931 0.0638 -0.0638 0.0228
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由表格解出：

， ，2
01 0.0931M ql= − 2

10 12 0.0638M M ql= − = 2
21 0.0228M ql=

若将图 5.5 中的中间支座去掉，用位移法解之，可有：

4

2 2

4

2 2

516 12
192
2912 48
32

qll
EI
qll
EI

θ υ

θ υ

⎧
− = −⎪⎪

⎨
⎪− + =⎪⎩

解得：

，
3 3

2
77 0.0514

96 52
ql ql
EI EI

θ = =
×

4 4

2
227 0.0227

256 39
ql ql
EI EI

υ = =
×

，2
12 0.140M ql= −

2
23 0.14M ql=

，21 0.040N ql=

23 0.040N ql= −

5.7 题

计算如表所示

节点号 1 2 3 4

杆件号 ij 12 21 23 24 32 42

0/ijI I —— 2 3 8 —— ——

0/ijl l —— 1 2.2 3 —— ——

ijk —— 2 15/11 8/3 —— ——

ijC —— 3/4 3/4 1 —— ——

ij ijC k —— 3/2 45/44 8/3 —— ——

ijλ —— 198/685 297/1507 1056/2055 —— ——

ijn —— 0 0 1/2 —— ——

0/ijM Ql 0 2/15 0 -3.3 0 21/5

0

'
0

/

/
ij

ij

m Ql

m Ql
0 0.9153 0.6241 1.6273 0 0.8136
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5.8 题

1）不计 杆的轴向变形，由对称性知，4、5节点可视为刚性固定端45

2) ,( )23 0 0 0 0
1 33
2 2

Q q l q l= = ( )34 0 0 0 00.6 3 1.8Q q l q l= =

,2
23 23 0 0 0

3(3 ) /15
10

M Q l q l= = 2
32 23 0 0 0

9(3 ) /10
20

M Q l q l= − = −

2
34 34 0 0 0

9(3 ) /12
20

M Q l q l= =

3) 计算由下表进行：

，2
18 12 0 00.0039M M q l= − =

2
21 0 00.0786M q l= −

，2
32 34 0 00.518M M q l= − = −

2
25 0 00.0341M q l= −

，2
43 0 00.4159M q l= − 2

23 0 00.1127M q l=

， 其它均可由对称条件得出。2
52 0 00.0170M q l= −

0/ijM Ql 0 1.0487 0.6241 -1.6273 0 5.0136
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节点号 1 2 3 4 5

杆件号 ij 18 12 21 25 23 32 34 43 52

0/ijI I 1 1 1 1 6 6 12

0/ijl l 6 1 1 3 3 3 3

ijk 1/6 1 1 1/3 2 2 4

ijC 1/2 1 1 1 1 1 1

ij ijC k 1/12 1 1 1/3 2 2 4

ij ijC k∑ 13/12 10/3

ijλ 1/13 12/13 0.3 0.1 0.6 1/3 2/3

ijn —— 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2

2/ijM ql 0 0 0 0 0.3 -0.45 0.45 -0.45 0

-.045 -.009 -.003 -.018 -.009 -.015

2

' 2

/

/
ij

ij

m ql

m ql

0.00346 .04154 .02077 .015 .003 .06 .03

-.00537 -.01073 -.00358 -.02146 -.01073 -.00179

.00041 .00496 .00248 .00179 .00358 .00715 .00358

-.00064 -.00128 -.00043 -.00256 -.00128 .00022
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图 5.4a 图 5.4b

.00005 .00059 .00030 .00022 .00043 .00085 .00043

-.00008 -.00016 -.00005 -.00031 -.00016 -.00003

.00003 .00005 .00011 .00006

-.00001 -.00000 -.00002 -.00001

2
0 0/ijM q l

-0.0039 0.0039 -0.0786 -0.0341 0.1127 -0.5181 0.5181 -0.4159 -0.0170
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5.9 题

任一点 i的不平衡力矩为

（i=1，2，…,h,i,j,…n-1. s=i-1,i+1）0
12 12i is

s

ql qlM M= = − =∑

所以任一中间节点的分配弯矩 与传导弯矩 均为 0。ijm
'
ij ji jim n m=

任一杆端力矩： '
ij ij ij ijM M m m= + +

( )0ij ij is ji ji js ij
s s

M M n M M i nλ λ⎛ ⎞= − + − = < <⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑

对两端 ，由于只吸收传导弯矩0,i n= ' 0ijm =

'
ijMij ij ijM M m= + =

两端

所以对于每个节都有杆端力矩 ijMijM =

说明：对图 5.4b 所示载荷由于也能使 ，也可以看作两端刚固的单0iM =∑
跨梁。
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第 6章 能量法
6.16.16.16.1题

1）方法一 虚位移法

考虑 b),c)所示单位载荷平衡系统，

分别给予 a)示的虚变形 ：

( )M x dx d
EI

δ θ=

外力虚功为
i

j

1
1

W
θ

δ
θ

×⎧ ⎫
= ⎨ ⎬×⎩ ⎭

虚应变能为

l
0

0

1V= M( )M ( )d
EI

x x xδ ∫

( )( )

( )( )

0

0

0

0

1 1
=

1

l

i i i

l

i i i

R x M R x dx
EI

R x M R x dx
EI

⎧ + +⎪⎪
⎨
⎪ +
⎪⎩

∫

∫

ji
i j

j i
j i

MM 1M M ..........b)
EI 3 6 3EI 2

=
M M 1M M ...........c)

EI 3 6 3EI 2

l l

l l

⎧ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = −⎪ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪ ⎝ ⎠

⎨
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎩

由虚功原理： 得：W Vδ δ=

i i

j j

11 M2
M13EI 1

2

lθ
θ

⎡ ⎤−⎢ ⎥⎧ ⎫ ⎧ ⎫
= ⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎢ ⎥⎩ ⎭ ⎩ ⎭−⎢ ⎥⎣ ⎦

2）方法二 虚力法（单位虚力法）

梁弯曲应力：∵　 { } ( )M x
yσ ＝

I

{ } ( )M x
yσ

ε ＝ ＝
E EI

( ) ( )i j
i

M M x
M x M

l
+

= −
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( ) 1 (1 0) xM x
l

δ = − +

给 以虚变化 虚应力为iM 1iM∂ = { } ( )M x
y

δ
δσ ＝

I

虚余功： 1Wδ θ∗ ×i＝

虚余能： （真实应变） （虚应力）*Vδ
Ω
∫＝ × dΩ

( ) ( )M x M x
y ydxdydz

EI
δ

= ∫∫∫ I

( ) ( ) 2
2 0

1 l

A
M x M x dx y dA

EI
δ= ∫ ∫

( ) ( )
0

1 / 1 /
l

i i jM M M x l x l dx
EI

⎡ ⎤= − + −⎣ ⎦∫

∴
1

3 2i i j
lQ M M
EI

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

同理：给 以虚变化 ， 可得（将 换为 ）jM 1jMδ = ( )0iMδ = i j

3 2
i

j j
Ml M

EI
θ ⎛ ⎞= − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

3）方法三 矩阵法（柔度法）

设 ，虚{ } { }i i

j j

M
, p

M
θ
θ
⎧ ⎫ ⎧ ⎫

∆ = =⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭ ⎩ ⎭

{ } { } [ ]{ },i

j

M
p

M
δ

δ σ ε
δ
⎧ ⎫

= =⎨ ⎬
⎩ ⎭

力 p

{ } ( ) ( ) [ ]{ }/ 1 i
i i j

j

MM x y y x xy M M M x l c p
MI I I l l

σ σ
⎧ ⎫⎡ ⎤⎡ ⎤= = = − + = − − =⎨ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭

式中 （不妨称为物理矩阵以便与刚度法中几何矩阵[ ] 1 ,y x xc
I l l
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

对应）[ ]B

虚应力{ } [ ]{ } [ ] i

j

M
c p c

M
δ

δσ δ
δ
⎧ ⎫

= = ⎨ ⎬
⎩ ⎭

实应变{ } [ ] { } [ ] [ ]{ }1 1D D C pε σ− −= =

虚余功 { } { } { } { } ( )* T T
i i j jW p p M Mδ δ δ θ δ θ δ= ∆ = ∆ = +
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虚余能 { } { } { } { }* T TV d dδ ε δσ εσ ε
Ω Ω

= Ω= Ω∫ ∫

{ } [ ] [ ] [ ]{ } { } [ ] [ ] [ ] { }1 1T TT Tp C D C P d p C D C d pδ δ− −

Ω Ω

⎡ ⎤
= Ω = Ω⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫ ∫

于虚力原理： 考虑到虚力 的任意性。得：* *W Vδ δ= { }pδ

{ } { } [ ] [ ] [ ] [ ]{ }1 ATp C D C d p−

Ω

∆ = Ω =∫
式中 ——柔度矩阵（以上推导具有普遍意义）[ ] [ ] [ ] [ ]1TA C D C d−

Ω

= Ω∫
对本题：

[ ]

2

20

1 11
11

1

l

x x xx
l l ly y x xlA d dx

xI EI l l EI x x x
l l l l

Ω

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎧ ⎫ − − −⎢ ⎥− ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎪ ⎡ ⎤⎪ ⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎛ ⎞ ⎢ ⎥= − − Ω =⎨ ⎬ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪− ⎢ ⎥− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∫ ∫

/ 3 / 6 1 1/ 21
/ 6 / 3 1/ 2 13

l l l
l lEI EI

− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

由 展开得：{ } [ ]{ }A p∆ =

1 1/ 2
1/ 2 13

i i

j j

Ml
MEI

θ
θ

−⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎡ ⎤
=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥−⎣ ⎦⎩ ⎭ ⎩ ⎭

6.26.26.26.2题
方法一 单位位移法

，( ) /j iu u lε = − ( ) /j iE E u u lσ ε= = −

设 ，则1iuδ = / 1/iu l lδε δ= − = −

( )( ) ( ) ( )2 0
1 1/

l

i j i j i i j
E EA EAT u u l d u u dx u u
l l lΩ

−
= − − Ω = − = −∫ ∫i

同理，令 可得1juδ =

( )( )1 1/j j i
ET u u l d
lΩ

= − Ω∫i ( )j i
EA u u
l

= −

即： 可记为
1 1
1 1

i i

j j

T uEA
T ul

−⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎡ ⎤
=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥−⎣ ⎦⎩ ⎭ ⎩ ⎭

{ } [ ]{ }ij ijp K= ∆

为刚度矩阵。[ ]K
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方法二 矩阵虚位移法

设{ } T

ij i jp T T⎡ ⎤= ⎣ ⎦ { } T

ij i ju u⎡ ⎤∆ = ⎣ ⎦

∵ ( ) { } [ ]1{ } / 1 1 i
j i ij

j

u
u u l B

ul
ε

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
= − = − ∆ ∆⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭⎩ ⎭

式中 ——几何矩阵[ ] { }1 1 1B
l

= −

∴ { } [ ]{ } [ ][ ]{ }ijD D Bσ ε= = ∆

设虚位移 ， 虚应变{ } T

ij i ju uδ δ δ⎡ ⎤∆ = ⎣ ⎦ { } [ ]{ }ijBδε δ= ∆

外力虚功 { } { } { } { }T T

ij ij ij ijW p pδ δ δ= ∆ = ∆

虚应变能 { } { } { } { }T TV d dδ σ δε δε σ
Ω Ω

= Ω = Ω∫ ∫

{ } [ ] [ ][ ]{ }T T
ij ijB D B dδ

Ω

= ∆ ∆ Ω∫

{ } [ ] [ ][ ] { }T T
ij ijB D B dδ

Ω

⎡ ⎤
= ∆ Ω ∆⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫

{ }[ ]{ }ij ijKδ∆ ∆≜

由 得：W Vδ δ= { } [ ]{ }ij ijp K= ∆

式中 ——刚度矩阵[ ] [ ] [ ][ ]TK B D B d
Ω

= Ω∫

对拉压杆元 详细见方法一。[ ] { }
1 1 11 1 1 1

1 1 1l

EAK EA dx
l l l
− −⎧ ⎫ ⎡ ⎤

= − =⎨ ⎬ ⎢ ⎥−⎩ ⎭ ⎣ ⎦
∫

方法三 矩阵虚力法

设 ， ，{ } i
ij

j

T
p

T
⎧ ⎫

= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

{ } i
ij

j

u
u
⎧ ⎫

∆ = ⎨ ⎬
⎩ ⎭

{ } [ ]{ }Dδ ε=

∵ { } { } [ ]{ }1 1 1 ij i
ij

j

TT T
C p

TA A
σ

− ⎧ ⎫
= = − ⎨ ⎬

⎩ ⎭
≜

式中 ——物理矩阵（指联系杆端力与应力的系数矩阵）[ ] [ ]1 1 1C
A

= −

虚应力∴ { } [ ] { } [ ] [ ]{ }1 1
ijD D C pε σ− −= = { } [ ]{ }ijC pδσ δ=

设虚力 ， 则{ } i
ij

j

T
p

T
δ

δ
δ
⎧ ⎫

= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

{ } [ ] [ ]{ }1
ijD C pδε δ−=
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虚余功 { } { } { } { }* T T

ij ij ij ijW p pδ δ δ= ∆ = ∆

虚余能 { } { } { } { }* T TV d dδ ε δσ δσ ε
Ω Ω

= Ω = Ω∫ ∫

{ } [ ] [ ] [ ]{ }1T T
ij ijp C D C p dδ −

Ω

= Ω∫

{ } [ ] [ ] [ ] { }1T
ij ijp C D C d pδ −

Ω

⎡ ⎤
= Ω⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫

{ }[ ]{ }ij ijp A pδ≜

式中 ——柔度矩阵[ ] [ ] [ ] [ ]1TA C D C d−

Ω

= Ω∫

对拉压杆： [ ] { }
1 1 11 1 1 1

1 1 1l

A lK dx
E A A EA

− −⎧ ⎫ ⎡ ⎤
= − =⎨ ⎬ ⎢ ⎥−⎩ ⎭ ⎣ ⎦

∫

∴ { } [ ]{ }ij ijA p∆ =

即
1 1
1 1

i i

j j

u Tl
u TEA

−⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎡ ⎤
=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥−⎣ ⎦⎩ ⎭ ⎩ ⎭

讨论： 比较方法二、三。

结论： ，{ } [ ]{ }ij ijp K= ∆ { } [ ]{ }ij ijA p∆ =

若 与 的逆矩阵存在（遗憾的是并非总是存在），则，[ ]K [ ]A [ ] 1K −

实际上是一个柔度矩阵， 实际上是一个刚度矩阵[ ] 1A −

6.36.36.36.3题

1）6.3 如图所示0

设 ( )
1

21 cosn
n

n xv x a
l
π∞

=

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

显然满足 处的0,x x l= =

变形约束条件

( ) ( )
( ) ( )' '

0 0

0 0

v v l

v v l

= =

= =

变形能 '' 2

0
( )

2
lEIV v dx= ∫

22

0
1

2 2cos
2

l

n
n

EI n n xa dx
l l
π π∞

=

⎡ ⎤⎛ ⎞= ⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∑∫
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4
2

1

2
2 2n

n

EI n la
l
π∞

=

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

力函数 （对称）( ) ( ) ( )2pv c pv l c pv c= + − =∐

1

22 1 cosn
n

n cp a
l
π∞

=

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

由 ， 所 以 。 即
( )

0
n

V
a

∂ −
=

∂
∐

n n

V
a a
∂ ∂

=
∂ ∂

∐

42 2( ) 2 1 cos
2 n
EIl n n ca p

l l
π π⎛ ⎞= −⎜ ⎟

⎝ ⎠

所以，
3

4 4

21 cos

4n

n c
pl la
EI n

π

π

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠= ⋅

( )
3

4 4
1

1 2 21 cos 1 cos
4 n

pl n c n xv x
EI n l l

π π
π

∞

=

⎛ ⎞⎛ ⎞= − −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

∑

2）6.4 如图所示0

设 ( ) 0
1

sinn
n

n xv x a x a
l
π∞

=

= +∑

( ) ( )
2 2 22 4

02

0
1 1

sin
2 2 2 2 2

l

n n
n n

v l a lEI n n x EI n lV a dx a
l l A l A
π π π∞ ∞

= =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎣ ⎦= − + = +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑∫

( ) 0
1

sinn
n

n cpU c p a a pc
l
π∞

=

= = +∑∐

由
( )

0

0
V
a

∂ −
=

∂
∐

得 ，2
0 /a l A pc=

所以， 2
0 /a Apc l=

由 ， 得
( )

0
n

V
a

∂ −
=

∂
∐
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所以，
4

sin
2 n
EIl n n ca p

l l
π π⎛ ⎞ =⎜ ⎟

⎝ ⎠ ( )

3

4

2 sinn
pl n ca

lEI n
π

π
=

∴ ( )
3

2 4 4
1

2 1 sin sin
n

Apc pl n c n xv x x
l EI n l l

π π
π

∞

=

= + ∑

3）6.5 如图所示 令0 ( ) ( )2v x ax l x= −

所以， ''2

02
lEIV v dx= ∫

( )2

0

2 3

2 6
2

2

lEI al ax dx

a EIl

= −

=

∫

( ) ( )
/ 2 / 2 2 4

0 0

5
192

l l
qU x dx qax l x dx qal= = − =∫ ∫∐

由 得 所以，
( )

0
V
a

∂ −
=

∂
∐ 3 454

192
aEIl ql=

5
768
qla
EI

=

∴ ( ) ( )25
768
qlv x x l x
EI

= −

4）6.6 所示如图，0

设 ，( ) 2 3
1 2v x a x a x= + ( ) ( )''

1 22 3v x a a x= +

''2

02
lEIV v dx= ∫ ( )2

1 20
4 3

2
lEI a a x dx= +∫

( )2 2 2
1 1 2 22 3 3EIl a a a l a l= + +

( ) ( )2 3
1 2/ 2 / 2

l l

l l
qv x dx q a x a x dx= = +∫ ∫∐

3
1 27 15

8 3 8
a a lql ⎛ ⎞= +⎜ ⎟

⎝ ⎠

由 得
( )

1

0
V
a

∂ −
=

∂
∐ ( ) 3

1 22 2 3 7 / 24EIl a a l ql+ =

由 得
( )

2

0
V
a

∂ −
=

∂
∐ ( )2 4

1 26 2 15 / 64EIl a l a l ql+ =

解上述两式得

2

2

1
67
384

13
192

qla
EI
qla
EI

⎧
=⎪⎪

⎨
−⎪ =

⎪⎩
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∴ ( )
2

2 30.1745 0.0677ql qlv x x x
EI EI

= −

6.46.46.46.4题
如图所示

设 ( ) 1 sin xv x a
l
π

=

( )/ 4 / 2''2 ''2

0 / 4

2
2

2 2
l l

l

E IEIV v dx v dx
⎡ ⎤

= +⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫ ∫

4 2 4 2
/ 4 / 22 2

1 10 / 4
sin 2 sin

l l

l

x xEI a dx EI a dx
l l l l
π π π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫

4
2
1

3 1
4 2
lEIa

l
π

π
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

( ) 1 10 0
sin 2 /

l l xqv x dx q a dx qla
l
π

π= = =∫ ∫∐

由 得
( )

1

0
V
a

∂ −
=

∂
∐ 4

1
3 1 2

2 2
l qlEIa

l
π

π π
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

所以，
4 4

1
5

4 0.00718
3 1
2

ql qla
EI EIπ

π

= =
⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

( )
4

0.00718 sinql xU x
EI l

π
=

6.56.56.56.5题
如图所示

设 ( ) ( )
1

2 1
sin

2n
n

n x
v x a

l
π∞

=

−
=∑

( ) ( ) 2
22 ''

02 2
l v lEIV v x dx

A
⎡ ⎤⎣ ⎦⎡ ⎤= +⎣ ⎦∫

( )
24

2
3

1 1

2 1 2 1sin
2 2 2n n

n n

nEI na a
l

π
π

∞ ∞

= =

⎡ ⎤−⎛ ⎞ ⎛ − ⎞⎛ ⎞⎢ ⎥= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ ∑
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其中，
3lA
EI

=

( )4

3 3
1

2 12 1 2 1sin sin
2 2 2n n

nn

nV EI n EI na a
a l l

π
π π

∞

=

−⎡ ⎤∂ − ⎛ − ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎣ ⎦
∑ i

( ) ( )2 2

0 0
1

2 1
sin

2
l l

n
n

n x
qv x dx q a dx

l
π∞

=

−
= = ∑∫ ∫∐

( ) ( )
1 1

2 41 cos 2 1
2 1 2 1

n
n

n n

al qlq a n
n n

π
π π

∞ ∞

= =

⎛ ⎞
= − − =⎡ ⎤⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎜ ⎟− −⎝ ⎠
∑ ∑

所以，
( )

4
2 1n

ql
a n π
∂

=
∂ −
∐

取前两项得 ，( )
4

1 1 23 3
1 2
V EI EIa a a
a l l

π∂ ⎛ ⎞= + −⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠
( )

4

2 1 23 3
2

3
2

V EI EIa a a
a l l

π∂ ⎛ ⎞= − −⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

由 得
( )

1

0
V
a

∂ −
=

∂
∐ 4

1 23 3

41
2

EI EI qla a
l l

π
π

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪⎛ ⎞ + − =⎢ ⎥⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

由 得
( )

2

0
V
a

∂ −
=

∂
∐ 4

2 13 3

3 41
2 3

EI EI qla a
l l

π
π

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪⎛ ⎞ + − =⎢ ⎥⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

即：

4

1 2

4

1 2

47.088

4494.133
3

qla a
EI
qla a
EI

π

π

⎧
− =⎪⎪

⎨
⎪ − = −⎪⎩

解得

4

1

4

2

0.1798

0.00118

qla
EI
qla
EI

⎧
=⎪⎪

⎨
⎪ =⎪⎩

∴ ( )
430.180sin 0.0012sin

2 2
x x qlv x
l l EI

π π⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

中点挠度∴
4

0.1786
2
l qlv

EI
⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠
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6.66.66.66.6题 取 1 2( ) sin , ( ) sinn n
n x n xv x a v x b
l l
π π

= =∑ ∑
1 '22

1 20 0

2 22

0 0

4 2
2 2

4 2
2 2

2 2

  sin cos
2 2

  
2 2 2 2

  
4 4

l ls

l ls
n n

s
n n

s
n n

GAEIV v dx v dx

GAEI n n x n n xa dx b dx
l l l l

GAEI n l n la b
l l

GA lEIl n na b
l l

π π π π

π π

π π

= +

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ ∫

∑ ∑∫ ∫

∑ ∑

∑ ∑

4 2( ) , ( )
2 2

s
n n

n n

GA lV EIl n V na b
a l b l

π π∂ ∂
= =

∂ ∂

1 20 0

0 0

1 1

   sin sin

   (1 cos ) (1 cos )

l l

l l

n n

n n

qv dx qv dx

n x n xq a dx q b dx
l l

n nq a n q b n
l l

π π

π π
π π

− −

= +

= +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ ∫

∑ ∑∫ ∫

∑ ∑

∐

∴ (1 cos ), (1 cos )n n
l la q n b q n
n n

π π
π π

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ = − ∂ ∂ = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∐ ∐

由
4 4

5 5

( ) 2 (1 cos ) 40
( ) ( )

n

n
n

V ql n qla
a n EI n EI

π
π π

∂ − −
= =

∂ =
∐ 为奇数

得

由
2 2

3 3

( ) 2 (1 cos ) 40
( ) ( )

n

n
n s s

V ql n qlb
a n GA n GA

π
π π

∂ − −
= =

∂ =
∐ 为奇数

得

∴ ( ) ( )1 2 ( )U x U x U x= +

4 2

5 5 3 3

4 1 4 1sin sin

( 1,3,5,      )
n nS

ql n x ql n x
EI n l GA n l

N

π π
π π

= +

=

∑ ∑
i i i i i

6.76.76.76.7题
1）图 6.9 对于等断面轴向力沿梁长不变时，复杂弯曲方程为：

'' 0IVEIV TV q− − =

取 能满足梁段全部边界条件( ) sinn
n

n xv x a
l
π

=∑
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' '' ''' ''

0
0, 0, 0, 0, 0 ( ) 0

l IVx l v v v v EIV TV q qvdx= = ≠ = ≠ ∴ − − =∫处

∴有 4 2

0
( ) sin ( ) ( sin ) sin 0

l

n n
n n x n n x n xEI a T a q dx
l l l l l
π π π π π⎡ ⎤− − − =⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑∫

积分：
4 2

0

cos 0
2 2

l

n n
n l n l l n xEIa Ta q
l l n l
π π π

π
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎡ ⎤+ − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎣ ⎦

即：

( )
4

4 2
5 2 2

0( )1 cos
4 ( )

( ) 1 4 /( )
2 2

n

l nq n
na ql nEIl n n l EI n u nT
l l

π
π
π π π π

⎛ ⎞ ⎧−⎜ ⎟ ⎪⎝ ⎠= = ⎨
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎪ ⎡ ⎤++⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎩⎝ ⎠ ⎝ ⎠

为偶数

为奇数

式中： 今已知 u=1
2
l Tu EI=

∴
4

5 5 2 2 2

sin4( ) ( 1,3,5   )
(1 4 / )N

n x
ql lv x n
EI n u n

π

π π
= =

+∑ i i i

∴
4 4

5 2 2 21

4( ) 0.009301
2 ( ) (1 4 / )n

l ql qlv EIEI n u nπ π=
= =

+

取一项

准确解为：
4 4 4

0
5 5(1) 0.711 0.009258

2 384 384
l ql ql qlv f EI EIEI

⎛ ⎞ ⎡ ⎤= = × =⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎦
i

误差仅为 0.46%

结论：1）引进
2

2
( )

cr
n EIT l
π= ——单跨简支压杆临界力

( )
2

2
5

54,
4 384
l Tu EI π

= ≈

2）取一项，中点挠度表达式可写成如下讨论的形式：

4
4 5 ( 0)5 1

384
2 384 1 ( )( )crcr

ql Tl qlv EI
EI T T TT

⎡ ⎤ ⎧⎢ ⎥ =⎪⎛ ⎞ = =⎢ ⎥ ⎨⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎢ ⎥ ⎪± ∞ =⎩⎢ ⎥⎣ ⎦

失稳 的压力时

式中：当 T 为拉力时取正号（此时相当一缩小系数，随 T↑而↓）≤1
当 T 为压力时取负号（此时相当一放大系数，随 T↑而↑）≥1

2222）图 6.10∵弹性基础梁平衡方程为： 0IVEIV kv q+ − =

∴
0

0
l IVEIV kv q Vdxδ⎡ ⎤+ − =⎣ ⎦∫
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取： 代入上式：( ) sinn
n

n xV x a
l
π

=∑

4

0
sin sin sin 0

l

n n n
n n

n n x n x n xa EI a k a q dx
l l l l
π π π π

δ
⎡ ⎤⎛ ⎞ + − =⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑∫

由于 的随意性有式中积分为 0，即：naδ

( )
4

1 cos 0
2 2n n

n l l lEIa ka q n
l n
π

π
π

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∴

( ) 4

4
5 4

1 cos
4 ( )

( ) 1 / ( )
52 2

n

lq n
qlna n

nEIl n kl EI n k EI
l

π
π

ππ π

⎛ ⎞ −⎜ ⎟
⎝ ⎠= =

⎡ ⎤⎛ ⎞ ++ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠

为奇数

由
4

4
2 442

l uku k EIEI l
⎛ ⎞= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

i得 代入得

( )
4

4
5

4

2( ) 1 4
n

qla
uEI n nπ π

=
⎡ ⎤+⎢ ⎥⎣ ⎦

( )

4

5
5

4

sin4( ) ( 1,3,5   )

1
n

n x
ql lv x n
EI kn

EI n l

π

π

π

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟ ⎡ ⎤⎝ ⎠

+⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ i i i

今取一项，且令 u=1，求中点挠度

( )
4 4

4
5

4( ) 0.007888
2 21 4

l ql ql
EIEI

ν
π π

⎡ ⎤
⎢ ⎥

= =⎢ ⎥
⎡ ⎤⎢ ⎥+⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

准确值： ( )
4 4

0 4

1 1 0.448( ) 1 0.008625
2 4 (2 1)

q ql qlu EIk EI
ν ϕ

⎡ ⎤−
= − = =⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ×⎣ ⎦i

误差为 8.5%误差较大，若多取几项，如取二项则误差更大，∴交错级数的

和小于首项，即 按级数法只能收敛到略小于精确解的一个值，此矛盾是由
2
l

ν ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

于 是近似值。0ϕ
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6.86.86.86.8题

2
2

0

( ) ( )

2 ( ) 1 
2 2

l M x dx AR
EI

ν ν ν= +

= +∫

梁 支

0

2

0

3 4 3

3
4

2 ( )

2     ( )
2 2 2

2     
2 3 2 16

2 1 1 1     ( 1)
6 16 6

l

l

MM x dx AR
R EI R

R qx xql x dx AR
EI

R l ql lql R
EI EI

lql
EI EI

ν∂ ∂
= +

∂ ∂
⎡ ⎤⎛ ⎞= − − − +⎜ ⎟⎢ ⎥
⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞−⎛ ⎞= − + +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ×⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞= − + + +⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∫

∫

由最小功原理： 解出：0v
R

∂ =∂
5

28
qlR =

∴

4 3

4
4

5 (2 ) (2 )
384 48

5    0.178528

q l R lv EI EI
ql ql EIEI

= −

= ≈

中

6.96.96.96.9题

由对称性可知，对称断面处剪力为零，转角 ，静不定内力 和 可0 0θ = 0T 0M

最小功原理求出：

2
1

0

2 2
0 0

( )( )
( / 2) 2 sin (1 cos ) ( )

qsM OAM s
M qr qr T r ABθ θ

⎧ +⎪= ⎨
⎪ + + + −⎩

— 段
2

— 段

0 0

1     ( ) 0                 ( )( ) ( )     
1     ( ) (1 cos ) ( )

OA OAM s M s
M TAB r ABθ

⎧ ⎧∂ ∂
= =⎨ ⎨∂ ∂ −⎩ ⎩

段 — 段

段 — 段

最小功原理：
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( ) ( )

0 0

2
2 221

0 1 0 00 0

( ) ( )

1 1 / 2 2 sin 1 cos2

0

s

r

V M s M s ds
M EI M

qsM ds M qr qr T r rd
EI EI

π

θ θ θ

∂ ∂
=

∂ ∂

⎛ ⎞ ⎡ ⎤= + + + + + −⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠
=

∫

∫ ∫

( )
2

2 2
0 00

1 2 sin (1 cos ) 1 cos 02
V qrM qr T r r rd
T EI

π

θ θ θ θ
∂ ⎡ ⎤= + + + − − =⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦∫ i

分别得：

( ) ( )

( ) ( )

2
0 0

2
0 0

11 1 22 2 6 4
131 22 4 2 4

M T r qr

M T r qr

ππ π

ππ π

⎧ ⎛ ⎞+ + − = − + +⎜ ⎟⎪⎪ ⎝ ⎠
⎨

⎛ ⎞⎪ − + − = +⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

解得：
2

0

0

0.5388
( )

2.7452
M qr

M s
T qr
⎧ = −⎪ ∴⎨

= −⎪⎩
表达式正确

由 得极值点在 点,该处极值为
1

0M
s

∂
=

∂
0ts = 1 0M M=

由 得
2

0M
s

∂
=

∂ 0

2 0.7285, 0.6296qrtg Tθ θ= − = ≈

极值为
( ) ( )2 2 2

2

2

10.5388 2 sin 0.6296 2.7452 1 cos
2

0.61

M qr qr qr

qr

θ
⎡ ⎤⎛ ⎞= − + + + − −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

=

区间端点 B 处

( )2 2 2 210.5388 2 sin 2.7452 1 0.79
2 2BM qr qr qr qrπ⎡ ⎤⎛ ⎞= − + + − = −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

i

{ }max 0 1

2
max

max , ,

0.79 ( )
B B

B

M M M M M

M M qr

∴ = =

∴ = = − 发生在支撑处

6.106.106.106.10题
由左右对称,∴对陈断面 01 上无剪力。

有垂向静力平衡条件：
0

sin 2
Pqr d

π
θ θ =∫

解得： / 4q P r=
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任意断面弯矩为：

( )

( )

( )

2
0 0 0

2
0 0

0 0

Pr( ) sin (1 cos ) 1 cos
2

Pr        (1 cos ) sin sin
2

1, 1 cos

M s M T r qr d

M T r qr

M M r
M T

θ
θ θ θ α α

θ θ θ θ

θ

= + + − + − + −⎡ ⎤⎣ ⎦

= + − + + − +

∂ ∂
= = −

∂ ∂

∫

有最小功原理确定 T0和 M0

2
0 00

0

1 Pr(1 cos ) sin ( sin ) 0
2

V M T r qr rd
M EI

π
θ θ θ θ θ

∂ ⎡ ⎤= + − + + − + =⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦∫

即：
22

0 0 Pr ( 2 ) 02M T r qr ππ π+ + + − + =

2
0 00

0

1 Pr(1 cos ) sin ( sin ) (1 cos ) 0
2

V M T r qr r rd
T EI

π
θ θ θ θ θ θ

∂ ⎡ ⎤= + − + + − + − =⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦∫

0 0
( )(1 cos ) 0 ( ) cos 0M s d M s d

π π
θ θ θ θ− = − =∫ ∫即

2 2
0 0 00

Pr( ) cos cos sin ( sin cos cos ) 0
2

M T r T r qr d
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第 7章 矩阵法
7.17.17.17.1题

解：由 ch2/2.4 题/2.6 图计算结果
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∫ ∫

∫
对称

7.27.27.27.2题
解：如图示离散为

3 个节点，2 个单元
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图 7.3 离散如图

∵杆元尺寸图 7.2（以 2l 代 l）， ∴ 不变，离散方式一样，组装成的整eK⎡ ⎤⎣ ⎦

体刚度矩一样[ ]K

{ } { }1 1 30 0
TT

y R yP R M P R=

{ } { }1 1 2 2 3 3
T T

z z zv v vδ θ θ θ=

约束条件 ，划去 1、2、5 行列得（注意用上题结果时要以 2l1 1 3 0zv vθ= = =

代 l）
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图 7.4，由对称计算一半，注意到 2 30, 0z vθ = ≠
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7.37.37.37.3 题

a) 写出各杆元对总体坐标之单元刚度矩阵
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c）写出节点位移及外载荷列阵
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由对称性，计算图示两个单元即可。

但 2/12 AA =

取 P/22P
045, ==⎟
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结构节点位移列阵为

其中{ } { }Tvuvuvu 332211 ,,,,,=δ 0,0 23311 ===== vvuvu

所以在总刚度矩阵中划去 1，2，4，5，6组列，设平衡方程为：
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由于实际 12 杆受力为图示对称情况，

所以 ，tfPPTT xx 172.1586.0
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对 32 杆
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所以 23 杆内力为 tfP 586.0
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7.57.57.57.5 题题题题

已知： 12 0 23 0200 , 1.155 231 ,l l cm l l cm= = = =

4
12 23 0 140 ,I I I cm= = =

262
2312 /102,6,12 cmkgEtfPcmAA ×====

求：各杆在自 8坐标系中之杆端力。
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7.67.67.67.6 题题题题

已知 a=2m,b=1.25a=2.5m,i=4000cm4,I=4i 受均布载荷

a)求 b) (用 组成)[ ] [ ] )3()1( , KK [ ]K ijK

解：由对称
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补充题

用有限元法计算图示平面板架 AB 梁在 E 点剖面的弯矩和弯力，设两梁 AB

及 CD 垂直相交于其中点 E。两梁长度均为 2l，剖面惯性矩均为 2I，弹性模量均

为 E，AB 梁能承受的垂直于板架平面的均布荷重为 2g，计算时可不考虑两梁的

抗扭刚度。（20 分）

注：可直接应用下式：

（1） 板架中梁元的节点力与节点位移间关系
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（2） 坐标转换公式：
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[解]

1）由对称性可计算 1/4 板架，取 1，2，3节点①，②单元，坐标为图 6有关尺

寸，外荷取一半如图示

2）计算单元刚度矩阵

[ ] [ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−−−
−

==
)2(

22
)2(

21

)2(
12

)2(
33

)1(
22

)1(
21

)1(
12

)1(
33

22

22
)2()1(

~~
~~

/12/60/12/60
/640/620
000000

/12/60/12/60
/620/640
000000

KK
KK

KK
KK

llll
ll

llll
ll

l
EIKK

[ ] [ ][ ][ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
==

22

)2(
22

)2(
22

/120/6
000

/604

100
001
010

/12/60
/640
000

100
001
010

~

ll

l

l
EI

ll
l

l
EItKtK T

[ ] [ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=+

2

)1(
22

)2(
22

/120/6
000

/604

ll

l

l
EIKK

集成总体刚度矩阵：
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计算①单元杆端力：
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实际 AE 杆杆端力为二倍
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第 9章 矩形板的弯曲理论
9.19.19.19.1题（a）已知 a/b=200/60=3.33，q=0.65kg/cm2，k=0（无中面力）

∵a/b>3 且符合荷载弯曲条件 t=1.2cm

2

2 2
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2 2

6 6 0.65 60 406 /
24 1.2 4

A
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M qb kg cm
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σ
⋅ ×

= = = =
⋅ ×
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6 0.65 60 812 /12 1.2 2B
qb kg cm

t
σ

×
= ⋅ = =

×

( )
2 4 44

3 3 6 3
1

(1 ) 0.65 600.02843 0.07
32 2 10 1.2384 12

A
gbgb cm

t EtE
µ

ω
− ×

= = ⋅ = × ≈
× ×

(b) 已知中面力 2
0 1.88 /kg cmσ =

∴
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3 2 6 3

1 1

1 12 (1 ) 60 12 188(1 0.3 ) 0.8
2 /12 2 2 2 10 1.2

t ub bu
E t E t
σ σ⋅ ⋅ − × −

= = = =
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2
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4 2 4

1 6 3
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24 24
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12 12
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384 32 2 10 1.2
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×
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= ⋅ = × =

∴ 0
90.2188 563.8 /
0.24

A
A

M kg cm
W

σ σ= + = + =

0
186.6188 965.5 /
0.24

B
A

M kg cm
W

σ σ= + = + =

与 9（a）比较可见，中面拉力使板弯曲略有改善，如挠度减小，弯曲应力

也略有减少，但合成结果应力还是增加了。

9.29.29.29.2 1）当板条梁仅受横荷重时的最大挠度
4 4 2

max 6 3

5 5 5.5 80 (1 0.3 )
384 384 2 10 2 /12

ql
D

ω
× −

= ⋅ =
× ×

=0.091<0.2t=0.2×2=0.4 ∴弯曲超静定中面力可不考虑

2）对外加中面力 2
0 800 /kg cmσ =

∵
2

0
2 6

12 (1 ) 80 12 800 0.91 1.32 0.5
2 2 2 10 4
lu

Et
σ µ− × ×

= = = >
× ×
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∴外加中面力对弯曲要素的影响必须考虑（本题不存在两种中面力复合的情

况）

3）

2 2

0 02 2

6 6 0.5 80800 ( ) ( ) 800 6 / 4 0.58
8 8

A
A

M ql u
t t

σ σ ϕ
×

= = = × ×∓ ∓ ∓上
下

452
800 348 /

1148
kg cm⎧ ⎫

= = ⎨ ⎬
⎩ ⎭

∓

9.3 已 知 ： t=0.6cm ， l=60cm ， q=1kg/cm2 ，

3 6 3
4

2

/12 2 10 0.6 39560
1 0.91 12
EtD cm

u
× ×

= = =
− ×

1 ） 判 断 刚 性 ： 考 虑 仅 受 横 荷 重 时 的

4 2 4

max 3 6 3

5 (1 ) 50 60 0.91
384 /12 384 2 10 0.6 /12
ql u

Et
ω

− × ×
= =

× × ×

=4.27cm

∴ ，必须考虑弯曲中面力。max
1/ 4.27 / 0.6 7.1
5

tω = = >>

2）计算超静定中面力（取 k=0.5）

∵
6

4 4
2

1 1 2 10 0.6( ) ( ) 0.031
(1 ) 0.91 1 600.5

E tU
u q lK

×
= ⋅ = =

− ×

∴ 由图 9-7 查曲线 A得 U=3.14log10 2.49U =

由线性查值法：

0 0
(3.5) (3)(3.1) (3) (3.1 3) 0.213 (0.166 0.213) 0.2 0.204

3.5 3
f ff f −

= + − = + − × =
−

0

2 2

2
0

(3.1) 0.2 (0.153 0.2) 0.2 0.191
2 6.2( ) 39560 ( ) 422.4

60
/ 1 422.4 / 0.6 704 /

T D kg
L

T t kg cm

ϕ
µ

σ

= + − × =

= = × =

= ⋅ = =

∴
4 4

0
5 5 1 60 0.204( ) 0.870

384 384 39560
ql f u
D

ω
× × ×

= = =
×中

2 2
2

max 0 02 2

6 6 1 60( ) 704 0.191 2137 /
8 0.6 8
ql u kg cm

t
σ σ ϕ

×
= + = + × × =

9.4 设 满足 解，代入微方程( , ) ( )sinm
m

m xx y f y
a
π

ω =∑ 0,x a=
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4 4 4

4 2 2 4

( , )2 q x y
x x y y D
ω ω ω∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂ ∂

设关于 的常微分方程：( )mf y

（1）2 '' 4 ( , )( ) 2( ) ( ) ( ) ( ) sinIV
m m m

m

m m m x q x yf y f y f y
a a a D
π π π⎡ ⎤− + =⎢ ⎥⎣ ⎦

∑

为定 现将 也展成相应的三角级数： ，其中( )mf y ( , )q x y ( , ) ( )sinm
m

m xq x y q y
a
π

=∑

0

2( ) ( , ) sin
a

m
m xq y q x y dx

a a
π

= ∫

本题可看成 （ →0的极限情景）0( , ) bq x y q b
η η

ξ ξ
⋅= = =⋅ ξ

∴ 0 0

0

( )cos cos
2 2( ) lim sin lim

2 ( ) 2lim sin sin

c

m
c

m c m c
m x a aq y dx

a a m

m m c m c
m a a a a

ξ

ξ ξ

ξ

π π ξ
η π η
ξ π ξ

η π π ξ η π
π

+

→ →

→

+⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣ ⎦= =

+⎡ ⎤= =⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

将 代入方程（1）右边比较得
2( , ) sin sin

m

m c m xq x y
a a a
η π π

=∑

2 '' 4 2( ) 2( ) ( ) ( ) ( ) sinIV
m m m

m m m cf y f y f y
a a Da a
π π η π

− + =

特解 （2）42( ) ( ) sinm
p a m cF y
Da m a

π
π

=

特征方程： 成对双重根4 2 2 42( ) ( ) 0   ( )m m mS S S
a a a
π π π

− + = = ±

∴齐次解为 ( )m m m m m
m m y m m m mf y A ch y B sh C y ch y D ysh y
a a a a a a
π π π π π π

= + + ⋅ +
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由于挠曲面关于 x轴对称，所以通解中关于 y的奇函数必然为 0。（ ）0m mB C= =

通解： ( ) ( )m m m m
m m mf y A ch y D ysh y F y
a a a
π π π

= + +

其中 可按 处 即 求解。,m mA D / 2y b= ± 2 2/ 0yω ω= ∂ ∂ = ''( ) ( ) 0m mf y f y= =

即： 式中

( )
2 2

[2 ] 0
2 2 2 2

m m
m m m

m m m m
m m

u uA ch D F y

u u u uA ch D ch sh

⎫+ = − ⎪⎪
⎬
⎪+ + =
⎪⎭

m
m bu a
π=

解出：
( )        [2 ]

2 22
2

m mm
m m m

m

u uF yD A D thuch
= = − +

∴
( ) ( )( ) 2 ( )

2 22 2
2 2

m m m m
m m

m m

F y u u F ym m mf y th ch y ysh y F yu ua a ach ch

π π π⎡ ⎤= − + + ⋅ +⎢ ⎥⎣ ⎦

( ) (2 ) 2
2 2 22

2

m m m m

m

F y u u um m mysh y th ch y chu a a ach

π π π⎡ ⎤= − + +⎢ ⎥⎣ ⎦

∴ 将（2）中 代入得( , ) ( )sinm
m

m xx y f y
a
π

ω =∑
3

4 4

2( ) sinm
a m cF y

Dm a
η π
π

=

3

4
4

sin
( , ) (2 ) 2 sin

2 2 2
2

m m m

mm

m c
u u upa m m m m xax y ysh y th ch y chuD a a a am ch

π
π π π π

ω
π

⎡ ⎤= − + +⎢ ⎥⎣ ⎦
∑

9.5 已知：a<b b/a=150/40=3.75,q=0.5kg/cm2

1)查表得： 1 3 40.1356, 0.1203, 0.1249k k k= = =

4 4
3 6max 1

0.1356 0.5 40 0.0872 10
qak cmEtω × ×= = =

×
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板中心垂直于 x轴断面应力

2 2 2
23 max

6( ) 0.1203 0.5 40 6 577 /x k qa kg cmtσ σ= = × × × = ≠

刚固边中点应力： 2 2 2
2max 4

6 0.1249 0.5 40 6 600 /y k qa kg cmtσ σ= = = × × × =

2）按荷形弯曲计算：

2 44

max 6 3

5 5 (1 0.3 ) 12 0.5 40( , ) 0.091 0.0872 2 384 384 2 10
qaa b cmD t

ω ω
− × × ×

= = = = >
× ×

板中心垂直于 x 轴断面应力：

2 2
2

2

6 6 0.5 40( ) 600 / 577
8 1 8x
qa kg cm

t
σ

× ×
= = = >

×

结论：按荷形弯曲计算的结果弯曲要素偏大，所以偏于安全。原因是按荷

形弯曲计算时，忽略了短边的影响，按（长边 a）/（短边 b）→∞计算。表

中 a/b→∞所对应数值，即表示按荷形弯曲计算结果。

9.69.69.69.6设 显然满足几何边界条件
(2 1)( , ) sin sin

4m n

m x n yx y
a b
π π

ω
−

=∑∑

'0,  =0 0x a ω ω= ≠时 ，但

'0 =0 0y ω ω= ≠时 ，

'0 0y b ω ω= ≠ ≠时 ，

令取一项： sin sin
4

x yA
a b
π π

ω =

则： ( )sin cos , ( )sin cos
4 4 4
y x y x yx A y A

a b a b a b
π π π π π π

ω ω∂ ∂ = ∂ ∂ =

2 2 2 2 2 2( ) sin sin , ( ) sin sin
4 4 4

x y y x yx A y A
a a b b a b
π π π π π π

ω ω∂ ∂ = − ∂ ∂ = −

2 ( )( ) cos cos
4 4

x yx y A
a b a b
π π π π

ω∂ ∂ ∂ =

∴

22 2 2 22 2
2 2 2 2

0 0

V 2(1 )
2

a bD u dxdyx y x y x y
ω ω ωω ω

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎪ ⎪⎛ ⎞∂ ∂= + + − −⎢ ⎥⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
∫ ∫�

2
2 2 2 2 2 2 2 2

0 0

2 2 2 2

( ) ( ) sin sin 2(1 ) ( ) ( )
2 4 4 4

cos cos sin sin
4 4

a bD x yA u A
a b a b a b

x y x y dxdy
a b a b

π π π π π π

π π π π

⎧⎪ ⎡ ⎤= + + −⎨ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎪⎩
⎫⎡ ⎤− ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎭

∫ ∫
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2 2
2 2 2 2 2

2 3
2 2 2 2

3

2 2 2( ) ( ) (1 ) 2(1 ) ( ) (1 ) (1 )
2 4 4 4 4

(16 ) ( 2) 128(1 )( )
2048( )

D ab abA u A
a b ab

A D b a u ab
ab

π π π
π π π

π
π

⎧ ⎫⎪ ⎪⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + − + − + − −⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

⎡ ⎤= + − + −⎣ ⎦

( ) ( ) ( )( ) ( ){ }

''

0

2 4 2

0

2 4

2 3

3

2 3 2 22 2 3
3

EI ( , )
2 2

EI    ( ) sin
2 4 4
EI 2    ( ) (1 )
2 4 2
EIA    ( 2)
1024b

A 16 2 128 1 2 2
2048(ab)

b

y

b

aV y dy

yA dy
b b
bA

b

V D b a ab EIa

ω

π π

π
π

π
π

π
π µ π

=

=

= ⋅ −

= −

⎡ ⎤= + − + − + −⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

∫

�

0 0 0 0

2

( , ) sin sin
4

4    =A (2 2)

a b a b x yU q x y dxdy q A dxdy
a b

q ab

π π
ω

π

= =

−

∫ ∫ ∫ ∫

{ }
3

2 2 2 3
3

2

( ) A (16 )( 2) 128(1 )( ) 2 ( 2)
1024(ab)

4 (2 2)                   -

                 =0

V U D b a u ab EIa
A

qab

π
π π

π

∂ − ⎡ ⎤= + − + − + −⎣ ⎦∂

−

解出：
4 5

2 2 2 2 3

4 4

2 2 2 2 2 3

4 4

2 2 2 2 2 3

( ) (4(2 2) ) 1024
[(16 ) ( 2) 128(1 )( ) ] 2 ( 2)

7.84   =
[(16 ) ( - 2) 89.6 ] 2.28

7.84 sin sin
4( , )

[(16 ) ( - 2) 89.6 ] 2.28

q abA
D b a u ab EIa

qa b
D b a a b EIa

x yga b
a bx y

D b a a b EIa

π
π π

π
π π

ω
π

− ⋅
=

+ − + − + −

+ + +

=
+ + +
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第 10 章 杆和板的稳定性
10.110.110.110.1题

（aaaa）取板宽
350min , min ,75 70(cm)

5 5e
lb b⎧ ⎫ ⎧ ⎫= = =⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭ ⎩ ⎭

（但计算 中 A 的带板取 75）l i Aλ =

（属大柔度杆）350 1102 166.5 136 100l
I
A

λ = = = >

（kg/cm2）2 2 2 6 2/ 2 10 /136 1067cr E Eσ σ π λ π= = = × =

（直接由 查图时只能准确到 100kg/cm2，∴ kg/cm2）λ 1100crσ =

（bbbb）

面积

（ ）iA
2cm

对参考轴的

静矩

i iAZ 3(cm )

惯性矩

2
i iAZ

4(cm )

自身惯性矩

0i
4(cm )

带板 140 0 0 ×70×23
1

12

立板 10×1 10×（5+1） 10×62 ×1×103
1

12

翌板 6.5×1
6.5×（11-

0.5）

6.5×

10.52
×6.5×13

1
12

∑ 156.50 128.25 1076.63 130.54
A B C=1207.17

22 4

0.82

1102.1cm

Be cmA
BI C Ae C A

= =

= − = − =�
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取代板宽 ，200min , 40(cm)55 5e
l lb b⎧ ⎫= = = =⎨ ⎬

⎩ ⎭

求面积 A 时取 50eb b= =

扶强材两端约束可视为简支

（属于小柔度杆）200 361 32.63 61.13 100l
I
A

λ = = = <

2 2 22 2
2 2 6

65.42400 2400 2087 /4 4 2 10
y

cr y kg cmE
σ λ

σ σ
π π

= − = − × =
× ×

（直接查图 F-1 可得 ）22100 /cr kg cmσ =

10.2 题

∵ 500 5.32 94l rλ = = =

查附表曲线得 21800 /cr kg cmσ =

而实际应力为 P/A

安全系数为 3
1800 42.4 2.54( / ) 30 10

crn P A
σ ×= = =

×
10.310.310.310.3 题

1）写出两杆公共节点的转角连续方程

* 1
1

1
( ) 33

Ml Mlu EIEI
ψ

−
=

∵M≠0（M=0 表示失稳不属于讨论之列）

∴钢架稳定方程为：

面积

（cm2）

距参考

轴（ cm）

静距

（cm3）

惯性矩

（cm4）

自身惯

性矩

（cm4）

带板 40×0.6 0 0
1/12×

40×

0.63

球扁钢 8.63 6.59 56.87
8.63×

6.592 85.22

∑ 32.63 56.87 374.78 85.94
A B C=460.72

I=C-B2/A=361cm4
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其中* * 1
1

1
( ) l Iu lIψ = − *

2
l Tu

EI
=

当 时有1 1,I I l l= =

* * *

3 1 1( ) 1
2 2 2u u tg u

− = −

上表用线性内差法求得当 时， 为最小根* *
1 ( ) 1uψ = − * 1.863189u =

∴
*

2 2 22( ) 3.7263 13.8859E
uT EI EI l EI l
l

= = =

2）如图由对称性考虑 1，2节点转角方程：

* * * *1 2
1 2

* * * *1 2 2 1 2 1
2 1

( ) ( ) 0
3 6

( ) ( )
6 3 3 6

M l M lu u
EI EI

M l M l M l M lu u
EI EI EI EI

ψ ψ

ψ ψ

⎫− − = ⎪⎪
⎬
⎪+ = − −
⎪⎭

由于失稳时，M1 ，M2不能同时为 0,这就

要求上式方程组关于 M1 ，M2 系数行列式为

零，即简化后有稳定方程：

即：

* * * *
1 2

* * * 1
2 1

1

*2 * * * * 1
2 1 1

1

2 ( )         ( )
0     

( )     2 3

( ) 2 ( ) 2 3

u u
Ilu
I l

Ilu u
I l

ψ ψ

ψ ψ

ψ ψ ψ

=
+

⎡ ⎤
= +⎢ ⎥

⎣ ⎦

10.410.410.410.4题
立截面突变处设弹性支座，列出改点转角连续方程

* *
1 ( )uψ -1.07 -1.04 -1.0039 -1.0011 -.9982 -.995 -.9925

（> ）
*2u π 3.701 3.710 3.725 3.726 3.727 3.728 3.729
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（1）* * * *2 2
1 1 1 2

22 2

(2 ) ( ) ( )
3 (8 ) 2 3
M l Mlv vu u lE I l EI

ψ ψ+ = − −

式中： * * * 21 1 2
21 2 2

1 2 2

2 2     (2 )82 2 2
l l EIT Tu u T uEI EI l= = = ∴ =

* * *2
2 1 2

2
    2 2

2
l Tu u uEI= ∴ =

虚设弹性支座反力 （2）
2 2

0
(2 )
M Tv M TvR
l l
+ +

= + =

(1) ( 2 )简化关于 M,v 的联立方程组：

* * * *2 2
1 1 1 2

22 2

3[ ( ) ( )] ( ) 0212 3
                                                        0

l lM u u v lEI EI
M vT

ψ ψ ⎫+ + = ⎪
⎬
⎪+ = ⎭

失稳时 M，v 不能同时为零，故其系数行列式为零。

即：

* * * *2
1 1 1 2

22

3( ) 4 ( )       212 0
              1                                     T  

l u u lEI
ψ ψ⎡ ⎤+⎣ ⎦ =

化简后稳定方程为：

*
2 * **

2 22

3 1 22 3    2 2 ( )
22 (2 )2 ( 2 )

xu tgx tg
u tg utg u

⎡ ⎤
− − = ∴ = −⎢ ⎥

⎣ ⎦

由图解法或数值解法可得其最小根 （见下说明）*
2(2 ) min 1.705x u= =

∴
2

2 2
22
22

(1.075) 2.91E
EI EIT ll

= =

说明：
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如下图，最小根 必然在区间（ ）内，即（1.57，2.22）*
22x u= ,

2 2
π π

再由数值列表：

由线性内差法求解 =1 的对应 x值为：1

2

y
y

*
2

1.705 1.702 1.70 (1 0.9511) 1.70488
1.002 0.9511

x u −
= = + − =

−
10.510.510.510.5 题

1）计算有关参数： 1 2
2

10, 0.52(1 )
v v E

B
α= = =

+

∴ 1 2
12.5( , ) 3.36 n= 5
2.5

v vµ µ= = =
查图

， 跨

纵骨作为刚支座上连续压杆的欧拉应力

2 2 6
2

0 2 2

2 10 1250 6164 /
64.05 250

Ei kg cm
Al
π π

σ
⋅ × ×

= = =
×

2）求横梁对纵骨的支持刚度：

x 1.6 1.70 1.705 1.710 1.8

tgx
-7.6966 -7.4065 -7.1372

-

2 2
2
xtg

-7.3202 -7.3979 -7.3202

1

2

y
y 0.9511 1.0012 1.0256
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4 4 6
4 4

3.36 2 10 5000 50 1019.64 /500
EIbK kg cmB

µ × × × ×= = =

横梁临界刚度

4 4 65

3 31 0
(1 0) 0.364

2 10 1250( ) 0.364 5673 /
250j

n

cr j
x

EiK x kg cm
l λ

π π
λ

=

= −
− =

⋅ × ×
= × ==

可见 0cr crK K σ σ< ∴ <

3）计算弹支座上 5 跨连续压杆的 eσ

( )
4 4 33 1 3.36 2.5 0.5 1( ) 5000 0.0654

5 5 1250j
blx I B B i

µ
λ

π π
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

由附图 G-4 查得 0.52λ =
2 2

0 0.52 6164 3205 / 2400 /E ykg cm kg cmσ λσ σ= = × = > =

需要进行非弹性修正

4）逐步近似法确定 ，令crσ ( ) 0.0654jxφ λ =

由线性内差法计算：

22100 20502050 (0.0654 0.0598) 2100 /
0.0700 0.0598cr ykg cmσ σ

−
= + − = <

−

10.610.610.610.6 题

纵式板格尺寸：a=120，b=70，∴ ∴稳定系数/ 120 / 70 1.7 1a b = = > 4K ≈

令
2

2cr y
Dk

b t
π

σ σ= =

即：
2 2

2

/12
(1 ) y

k Et
b u
π

σ=
−

∴
2 2 2

2
2 2 6

(1 ) 2400 70 0.9112 12 1.626
4 2 10

yb ut
k E
σ
π π

− ×
= ⋅ = × =

× ×

1.28t cm=
10.710.710.710.7 题

2( / )cr kg cmσ （表 F-1）
ϕ 0ϕσ 0crλ σ ϕσ= 查（ ）( )jx λ ( )jxϕ λ

1600 0.8888 5479 0.2920 0.024 0.0213
1800 0.7500 4623 0.3894 0.040 0.0300
2000 0.5555 3424 0.5841 0.088 0.0488
2050 0.4982 3071 0.6675 0.120 0.05978
2100 0.4375 2697 0.7786 0.160 0.0700
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已知 l=220cm，t=1.2cm，板 ，求纵骨间距 b22400 /cr y kg cmσ σ= =

1） ∴
2

2cr
k D
b t
π

σ =∵
2 2 2 6 2

2

/12 4 2 10 1.2 65.9
(1 ) 12 2400 0.91cr

k Etb cm
u

π π
σ

× ×
= = =

− × ×

2）要求骨架的临界应力不得小于板的临界应力

即：
2

2cr E cr y
Ei

l A
π

σ σ σ σ= ≥ = =板

式中 i 是纵骨连带板的惯性矩，A=（球扁钢面积）+（带板面积）

解出：
2 2

4
2 2 6

220 (11.15 65.9 1.2) 2400 530( )
3.14 2 10y

l Ai cm
E
σ

π
× + × ×

≥ = =
× ×

10.810.810.810.8 题

a）组合剖面惯性矩

2 3 4

2 2 5
max

5
2max

max

12 9.4 1 9.5 0.65 18 2012.6
12

/ 8 40 200 / 8 2 10 ( )

2 10 994( / )2012.6
10

I cm

M ql kg cm
M kg cmI
h

σ

= × × × + × × =

= = × = × ⋅

×
= = =∓ ∓ ∓

取一半笠板，宽 94/2，长 2m。

设其承受 的单向压应力2
max 994 /kg cmσ = −

其边界可视为三边简支，一边完全自由。

由于长宽比 a/b=200/4.7=42.5〉1

∴稳定系数 k=0.426 ∴ 2 2 210084( ) 84(100 1/ 4.7) 38026 /cr
t kg cmbσ = = × =

∴板的 取为 ，今crσ 22400 /y kg cmσ = 2 2
max 994 / 2400 /crkg cm kg cmσ σ= < =

故翌板稳定性足够。

b）腹板在纯弯曲正应力（ ）作用下计算图形如下2η =

a/b=200/18=11.1〉〉 1
取 k=24
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2 2 6 2
0 2

2 2

5max 2
max

24 2 10 0.65 56571 /
18 0.91 12

( )2 2 10 9 894 / ( )2012.6

cr y

y

Dk kg cm
b t

bM
kg cm

I

π π
σ σ

σ σ

× × × ×
= = = >>

× ×

× ×= = = <而 安全

c）腹板在建应力作用下稳定计算图形

取 max
20040 40002 2

qlN N kg= = = × =

剪应力沿腹板高度的分布规律为：
*

2
max

9 9 2 2

0 0

4000 (9 )( ) 1 9.4 9.5 (9 ) 0.65
2012 0.65 2

                   354 ( 0 354)
1 1( ) (354 ) 327 /
9 9

ZNS yy y
Ib

y y

y dy y dy kg cm

τ

τ

τ τ

+⎡ ⎤= = × × + − × ×⎢ ⎥× ⎣ ⎦
= − = =

= = − =∫ ∫平均

时

由于腹板的长宽比相当大，故可以近似公式：

0 2 2 2100 651070( ) 1070( ) 13952 / ( / 2)
18cr y

t kg cm
b

τ σ= = = >

而 2 2327 / / 2 1200 /ykg cm kg cmτ σ= < =
平均

稳定性足够。

d）腹板在正应力和剪应力共同作用时：

查附录 H-1 No3
计算有关参数：
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1

2

2 2 2 2
2 2

2 2 6
2 2 2

2

200 /18 11.1 1

/ 894 / 327 2.73
2 1 0.223669

124 3 24 0.2236 2.73 3 1 14.81
1

2 10 0.65( ) ( ) 14.81 34910( / )1812(1 ) 12 0.91i

a
b

k

E t k kg cmb

α

β σ τ

χ
α

χ β β χ
β χ

π π
σ

µ

= = = >

= = =

= + =

= + ⋅ = × + + =
+

× ×
= = × =

− ×

2
1 2 2

21
2

2.73 34910 29478 /
3 2.73 3

29478 10798 /
2.733

i
cr

i cr
cr

kg cm

kg cm

βσ
σ

β
σ σ

τ
ββ

×
∴ = = =

+ +

= = = =
+

0
1

0

/ 29478 / 56571 0.521

/ 10798 /13952 0.744
cr cr

cr cr

σ σ

τ τ

⎧ = =⎪
⎨

= =⎪⎩

∴点（0.52，0.77）必定在稳定趋于不稳定区的交界上，过此点 he（0，1）

与（1，0）作出凸形边界如图，阴影地区为稳定区。

本题：

0
max

0
max

/ 894 / 56571 0.016

/ 354 /13952 0.025
cr

cr

σ σ

τ τ

⎧ = =⎪
⎨

= =⎪⎩

点 A（0.016，0.025）显然落在稳定区内，可见此工字钢腹板在联合受力情

况下，其稳定性也是足够的。

10.9 取
2 1

1'' 2
1 1

0

( 0.2 )
( ) sin , ( ) sin , ( ) 0.2

    (0.2 / 2)

I II x lx xv x a v a I x l
l l l I l x l

π π π
−⎧ + <⎪= = − ⎨

⎪ < <⎩
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( )

22
0.2 0.5 ''22 1

1 1 20 0.2

4 4
0.2 0.52 2 2 2

0 1 10 0.2

2
0 1

12 sin
2 0.2 2

3   0.4 sin sin
2

   0.7736

l l

l

l l

l

I I x EV E I x a dx I v dx
l l l

x x xEI a dx a dx
l l l l

EI a l

π π

π π π π

π

⎡ ⎤⎡ ⎤−⎡ ⎤ ⎛ ⎞⎢ ⎥= + − +⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

=

∫ ∫

∫ ∫
3

2 2
'2 2 2 2

1 10 0

1 cos
2 2 4

l lT x TU Tv dx a dx a
l l l
π π π⎛ ⎞= = =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫

由
3 2

1 0 1 1( ) 0 1.5472
2
TV U a EI a a

l l
π π⎛ ⎞∂ − ∂ = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

得

2
1 00 9.7213 /Ea T EI l≠ =由于 解出

10.1010.1010.1010.10题

取 ( , ) siny xx y A
b a

π
ω =

2
2

2

2
2

2

cos

sin

sin

0

1 cos

y xAx a b a

y xAx a b a
A x

y b a

y
xAx y a b a

π πω

π πω

πω

ω

π πω

⎛ ⎞∂ = ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ = − ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

∂ =∂

∂ =
∂

⎛ ⎞∂ = ⎜ ⎟∂ ∂ ⎝ ⎠
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∴

2 22 2 2 2 2

2 2 2 20 0

4 22
2 2 2 2

2 20 0

2 2
2 2

2(1 )
2

1   sin 2(1 ) cos
2

   s
2

a b

a b

DV dxdy
x y x y x y

D y x xA A dxdy
a b a a b a

D A y
ab a

ω ω ω ω ω
µ

π π π π
µ

π π

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎪= + + − −⎢ ⎥⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − ⎢ ⎥⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ ∫

∫ ∫

2 2

0 0

2 2 3
2

2 2 2

2

in 2(1 )cos

   (1 )
2 6

(1 )   
2 6

a b x x dxdy
a a

D abA ab
ab a

DA b
a a b

π π
µ

π π
µ

π π µ

⎡ ⎤
+ −⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − ⋅⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤−

= +⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫ ∫

( )

( )

2

0 0

2
2 2 2

0 0

2 2

1
2

   cos
2
1   

12

a b

x

a bx

x

U t dxdyx

t xA y dxdy
ab a

bA ta

ωσ

σ π π

π σ

∂= ∂

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

∫ ∫

∫ ∫

由 ( )
2 2

2
2

10      
6 6 x

DA b A b tA aa a b
π π µ

π σ
⎡ ⎤−∂∏ = + =⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦

得

∵ ∴解出0A ≠

( )

( )

2 2 2 2

2 2 2 2 2

2

2 2

6 16 1
6

6 1

x
D b D b Dk
bt a b b t a b t

bk
a

µπ µ π π
σ

π

µ
π

−⎡ ⎤⎡ ⎤−
= + = + =⎢ ⎥⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
−

= +式中


