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8.1小挠度薄板弯曲的有限元法 

小挠度薄板的弯曲问题，简单情况（规则的荷载，简单边界条件）下的解答

可用本章前述的解析法或后面将要提到的能量法求得，并且目前已有不少现成的

结果可用。然而在实际工程中，板的弯曲问题往往比较复杂（不规则分布的荷载、

复杂边界条件、变厚度或具有开孔的板），这时用有限元法就显得十分方便。下

面就来研究小挠度薄板弯曲的有限元法。 

本章仅讨论矩形小挠度薄板单元的情况。 

8.1.1节点位移与节点力 

在梁弯曲问题中，节点的位移分量是挠度 v和转角θ。将梁的弯曲进行推广，
板弯曲中节点的位移分量应是挠度 w及绕 x、y轴的转角θx、θy，即 
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                       (0.1) 

在有限元法中，规定节点位移矢量的正方向与坐标轴的正方向相同：挠度与

z 轴一致时为正；转角正方向按右手螺旋法则确定，如图 8. 1 所示的方向均为

正。 

根据转角的几何定义（与第 2章单跨梁转角的定义类似），式(0.1)可写为 
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                   (0.2) 

矩形薄板单元有 4个节点：i、j、m、n，它们沿逆时针排列（图 8. 1）。单

元的边长为 a及 b，厚度为 t。整个单元的位移列阵为 

{ }
12 1

Te T T T T
i j m nδ δ δ δ δ

×
 =              (0.3) 

其中{ }iδ 如式(0.2)所示。 
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图 8. 1 矩形小挠度薄板单元 

与之相应的单元节点力为 

{ }
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i j m nF F F F F

×
 =                (0.4) 

式中 
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  (k=i，j，m，n)         (0.5) 

8.1.2位移模式 

小挠度矩形薄板单元有 4 个节点，12 个节点位移分量。仅取挠度为独立位

移分量，其表达式应含有 12个待定系数。根据选取位移函数的原则，设 
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于是 

[ ]{ }w H α=                        (0.7) 

式中 

[ ] 2 2 3 2 2 3 3 31H x y x xy y x x y xy y x y xy =    

{ } [ ]1 2 3 12... Tα α α α α=  

根据(0.2) 
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这样就可以将矩形薄板内任意点(xi,yi)的位移{ }

i

i

i xi
i

yi

i

w

w
w
y

w
x

δ θ
θ

 
 
     ∂   = =    ∂    

   ∂  − ∂   

表达成 xi、

yi的函数 
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  (0.11) 

同理，将矩形薄板节点的 12个自由度表达成 x、y的函数 

{ } [ ] { }12 112 1212 1
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其中： 
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                      (0.13) 

将单元的四个节点坐标 ( )0,0i ， ( ),0j a ， ( ),m a b ， ( )0,n b 代入式(0.13)中

可得 
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可以求得[A]的逆阵[ ] 1A −
如下：  
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根据(0.12)，有 

{ } [ ] { }1 eAα δ−=                      (0.14) 

将(0.14)代入(0.7) 

[ ][ ] { } [ ]1

1 12 12 1

e ew H A Nδ δ−

× ×
 = =              (0.15) 

式中[ ]N 为位移矩阵。 

[ ] [ ][ ] 1

1 12
N H A −

×
=                   (0.16) 

展开得（为了便于观察，下面将[N]转置成列向量的形式） 
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式中： 
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b
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η

= 

=


                     (0.18) 

小挠度薄板矩形单元所选择的位移函数(0.6)可以满足完备条件，因为

w(x,y)中包含有全二次多项式，所以可以包括板单元在 z方向的刚性位移（常数
项）及绕 x和 y方向的刚性转动（一次项）及常曲率项（二次项）。但它只能部

分满足位移协调条件，即仅能满足位移 w和切向导数 w
s

∂
∂
协调而不能满足边界上

的法向导数
w
n

∂
∂
协调。 
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图 8. 2 两个相邻单元在公共边界 jm上的部分协调性 

如图 8. 2所示，A为两个相邻单元 0、1在公共边界 jm上的任意一点。两个
单元在 A点的垂向位移 w是相等（协调）的，另外在 A点的切向导数所指方向 s
也是相等（协调）的。而两个单元在 A点的法向导数所指方向 1n 和 2n 却是不同
的。 

如图 8. 1所示，以 jm边为例来证明这种“部分协调性”。 
（1）jm边界上位移 w的连续性证明 
在 jm边上，将 x=a代入(0.15)得 jm边上薄板挠度方程为 
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   (0.19) 

由上式可知，( ) jm
w 可以由 j节点和 m节点的挠度 w和转角 xθ 唯一确定。两个单

元共用 j、m节点，它们在 j节点和 m节点的挠度 w和转角 xθ 分别相等。因此，
根据(0.19)可以判定这两个单元在公共边 jm上任意一点的挠度是连续的。 

（2）jm边界上切向导数 w w
s y

∂ ∂
=

∂ ∂
的连续性证明 

考虑到(0.15)，在 jm边上，将 x=a代入 w
y

∂
∂
得 jm边上切向导数为 
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由上式可知，
w
y

∂
∂
可以由 j节点和 m节点的挠度 w和转角 xθ 唯一确定。两个单元

共用 j、m节点，它们在 j节点和 m节点的挠度 w和转角 xθ 分别相等。因此，根
据(0.20)可以判定这两个单元在公共边 jm上的切向导数是连续的。 
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     (0.21) 

由上式可知，
w
x

∂
∂
需要由 i,j,m,n 4个节点的相关位移来确定。但相邻单元只

在公共的 j、m节点上位移相等，其它节点的位移则不相同。因此，根据(0.21)可
以判定这两个单元在公共边 jm上的法向导数是不连续的。 
尽管本章的小挠度薄板矩形单元为非协调单元，但是正如第 7章中所指出，

实际计算表明，当单元逐步取小时非协调元还是能够收敛到精确结果的。 

8.1.3单元应变与应力 

将(0.15)代入“形变分量”公式错误！未找到引用源。，得 



 270

{ } [ ]{ }eBχ δ=                    (0.22) 

式中[ ]B 为几何矩阵。 
下面讨论如何求[B]。假设[N]=[n1, n2, n3, ⋯ ,ni, ⋯ ,n12]，[δe]=[d1 d2 d3 ⋯ 

di, ⋯ ,d12]
T
。则根据(0.15) 
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分析(0.17)和(0.18)，可知其中 ni（i=1,2,⋯,12）为 x,y 的函数，而 di

（i=1,2,⋯,12）为单元节点 12个自由度对应的位移，可以理解为常数。于是 
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                 (0.24) 

因此，可以得到 
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将(0.17)、(0.18)代入上式并展开得（为了便于观察，将[B]以转置的形式写出）： 
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(0.26) 

其中 

x
a
y
b

ξ

η

= 

=


 

有了[ ]χ ，可由式错误！未找到引用源。求出板单元各节点的内力：弯矩 xM ，

yM 与扭矩 xyM  

{ } [ ][ ]{ } [ ] { }3 1 3 12 12 1

e eM D B Sδ δ
× × ×
= =             (0.27) 

式中[ ]D 为弹性矩阵，在式错误！未找到引用源。中已经进行了定义。 

[ ]3 12
S

×
为内力矩阵： 

[ ] [ ][ ]3 12
S D B

×
=                     (0.28) 
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