
第五章第五章 有旋流动和有势流动有旋流动和有势流动

从运动学的角度对有旋流动的流场作进一步的讨论

和分析。

从动力学的角度介绍在质量力有势，流体为理想不

可压缩的条件下，有关涡通量的保持性定理。

论述势流理论的基本内容，引出不可压缩流体平面

流动的流函数概念，重点讨论不可压缩流体平面无旋

流动的速度势函数与流函数的关系以及求解势流问题

的奇点叠加方法。



第五章第五章 有旋流动和有势流动有旋流动和有势流动

§5—1 有旋流动的运动学性质

§5—2 理想不可压缩流体的旋涡动力学特性

§5—3 兰肯涡和卡门涡街

§5—5 理想不可压缩流体恒定平面势流的奇

点分布解法

§5—4 有势流动及解法概述



无旋流动 有旋流动
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这个分类是
很重要的

旋度

判别的唯一标准是看流速场的旋度是否为零

§5—1 有旋流动的运动学性质

• 有旋流动和无旋流动的判别



涡线是涡量场的矢量线，是某瞬时对应的流场中的曲线，

该瞬时位于涡线上各点对应的涡量都沿着涡线的切向。与流线

一样，涡线是与欧拉观点相对应的概念。

涡线

• 涡量、涡线、涡管和涡通量

对于有旋流动，将流速场的旋度

称为涡量，它是流体微团旋转角速

度矢量的两倍。涡量场是矢量场。
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涡量



根据定义，涡线的微分方程为
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实际上这是两个微分方程，其中 t 是参数。可求解得到两族曲

面，它们的交线就是涡线族。

其中

涡线微分方程



在流场中，取一条

不与涡线重合的封闭曲

线 L，在同一时刻过 L上
每一点作涡线，由这些

涡线围成的管状曲面称

为涡管。

涡管

涡线涡管

与涡线一样，涡

管是瞬时概念

Ω



涡通量
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涡管强度

通过流场中某曲面 A 的涡量通量 ∫∫ ⋅
A

AdnΩ
称为涡通量。

通过涡管任一截面 A 的涡

通量又可称为涡管强度

A Ω留下一个问题：为

什么可取任一截面

计算涡管强度



• 速度环量、斯托克斯定理

速度环量 定义流速矢量 u 沿有向曲线

L 的线积分为速度环量 ∫ ⋅=
L

Γ lu d

斯托克斯定理
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封闭曲线 L 是 A 的周

界， L 的方向 与 n 成右

手系。

沿 L 的速度环量 通过 A 的涡通量=



例
已知

不可压缩流体速度分布 0,22 ==+= zyx uuzyau

涡线方程及

沿封闭围线

的速度环量
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在 z = 0 平面上，涡量为
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• 旋涡随空间的变化规律

奥—高定理
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矢量场通过一封闭曲面的通量

（流出为正）等于矢量场的散度

在封闭曲面所围空间域上的积

分。

根据不可压缩

流体连续方程

0=⋅∇ u

奥—高定理可解释为：不可

压缩流体通过任一封闭曲面的

体积流量为零。
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涡量场是无源场（管形场）

矢量场的散度表示矢量场的源汇强度。散度为零的矢量场也

称无源场，其矢量线必成管状，所以也称管形场。

涡量的散度必为零



由于涡管侧壁没有涡

通量，所以根据涡量场是

无源场可得如下结论：

涡线涡管

Ω

在同一时刻，穿

过同一涡管的各断面的涡

通量都是相同的。即同一

时刻，一根涡管对应一个

涡管强度。

结论

这是个纯运动学

范畴的定理

回答了前面的问题



涡管不能在流体

中产生与消失，要

么成环形，要么两

端位于流场的自由

面或固体边界。



L是由确定流体质点组成的封闭线，是

一个系统，在流动中会改变位置和形状。

• 旋涡随时间的变化规律
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封闭流体线

上的速度环量

对于时间的变

化率等于此封

闭流体线上的

加速度环量。

加速度环量

L(t)

t

t+dt

u(t+dt)

u(t)

速度

环量对

时间的

全导数



t
Γ

d
d

∫ ⋅
L t

lu d
d
d

∫ ⋅
Lt

lu δ
d
d

∫ ⋅
L t

)δ(
d
d lu

∫∫ ⋅+⋅
LL tt d

dδδ
d
d lulu

∫∫ ⋅+⋅
LL t

uulu δδ
d
d

∫∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⋅

LL

u
t 2

δδ
d
d 2

lu

δ
表
示
对
空
间
微
分

d
表
示
对
时
间
微
分

简要的证明



• 无旋与有势

的等价性 无旋流动 有势流动
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无旋流动 有势流动
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§5—2 理想不可压缩流体的旋涡动力学特性

• 开尔文定理

若质量力有势，理想不可压缩流体的运动方程为：
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加速度

有 势

封闭流体线上的速度环量不随时间变化 Γ=const

加速度

无 旋

封闭流体线上的

加速度环量为零
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• 亥姆霍兹定理

某时刻组成涡管

的流体质点将永

远组成涡管。

涡管的强度在流

动中保持不变。

容易通过开尔文定理予

以证明，上述亥姆霍兹定

理成立的条件应与开尔文

定理相同。



开尔文定理说明，若质量力有势，流体为理想不可

压缩流体，那么涡通量不会产生，初始时刻为无旋的流

动将永远保持无旋，而有旋流动的涡通量则有保持性，

既不会消失，也不会扩散。

• 粘性对旋涡运动的影响

开尔文定理也反过来说明了之所以在实际流体的运

动中会有旋涡的产生、发展和消失，以及涡量在流场中

的扩散现象，粘性的存在应该是最重要的因素。



§5—3 兰肯涡和卡门涡街

• 兰肯涡

平面组合涡：中心区是

强迫涡；外围区是自由

涡。

中心区是以涡心为圆心

的圆，其中的速度与离涡

心的距离成正比，涡量为

常数。外围部分的流速则

与离涡心的距离成反比，

流动有势，涡量为零。
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兰肯涡是比较接近实际的

平面旋涡模型，其中心部分

的流体象刚体一样旋转，需

有外力不断推动，中心部分

也可用圆柱形刚体的转动来

代替。外围部分流体的运动

在开始时是由中心部分的转

动通过粘性的作用形成的，

在流动稳定以后，则无须再

加入能量，粘性也就不再起

作用。
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压强分布

外围区流动恒定无旋，

可用欧拉积分确定压强的

径向分布
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中心区流动恒定有旋，

只能用伯努利积分，但得

不到压强的径向分布。须

直接由理想流体运动方程

出发求解。
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中心区速度越快，压

强越高，速度越慢，压

强越低。与无旋区有本

质的不同。
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• 卡门涡街

试验发现，定常来流 U 绕过直径为 d 的圆柱体时，在不同雷

诺数 情况下，圆柱下游有不同的旋涡现象出现。当雷诺

数大于 90 后，可以看到有规则交错排列的双列线涡，称为卡门

涡列，其中尤以雷诺数等于 150 左右时最为典型。
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旋涡从圆柱体上交替地脱落到下游，因而形成周期

性的振动，旋涡从柱体上脱落的频率 f  将以斯特劳哈

尔数表达，并由雷诺数决定
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从柱体上、下面分别脱落的旋涡，其旋转方向是彼

此相反的，同时所有旋涡都以相同速度（因有旋涡间

相互干扰，此速度比来流速度小）向下游移动。

-
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卡门的分析研究表明，当涡列的空间尺度为

时，涡列对于小扰动才是稳定的，实测证实了这一点。
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§5—4 有势流动及解法概述

由开尔文定理可知，理想不可压缩流体从静止或无旋状态开始

的流动将保持为无旋流动。所以无旋流动往往是以理想流体为前

提条件的。无旋流动即为有势流动。

一. 无旋流动的速度势函数
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的求法
（一）

与 路 径 无

关，可选一条

简便的路径计

算。
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起点不同，速

度势相差一个常

数，不会影响对

流场的描述。



速度势函数
的求法
（二）

寻找全微分，

确定速度势
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积分。

给出流场，

求解速度势，

要先检查流场

是否无旋。
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例
已知

速度场 0,6,33 22 =−=−= zyx ubxyubybxu

此 流 动 是

不可压缩流体的

平面势流，并求
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二. 不可压缩流体

平面流动的流函数
不可压缩流体平面流动的连续方程

改写

矢量场 无

旋，必有相应的势函数。
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定义其

势函数



流函数的微分为穿过微元弧长的流量，所以把 称为流函数。

将平面上一段有向微元弧长

jil yx ddd +=

jin xyl ddd −=

ψ

lxuyu yx dddd nu ⋅=−=ψ

顺时针转 900，方向为 dl 之法向n ，
大小为 dl ，可记为 ndl

根据流函数定义

dl

ndl

dx

-dx

dy

dy

u



表示穿过 M0至 M 连线的流

量，它与连线路径无关，在起

点 M0确定的情况下是终点 M 
的坐标的函数。

ψ ( , ) d d
( , )

( , )

x y u x u yy x
M x y

M x y

= − +∫
0 0 0

根据定义确定流函数时选

取不同的起点 M0，流函数将

相差一个常数，但同样不会

影响对流场的描述。
M0

M

对于不可压流

体的平面流动是

容易理解的，而

三维流动就得不

到这样的结论。



两点流函数

的差表示穿过

两点间任意连

线的流量。

（常数）ψ = C 不可压流体平面流动的流线方程

表示有流量

自M1M2连线左

侧流进右侧，

由此可确定流

动方向。

0)()( 1212 >−=− CCMM ψψ

如图中所示, 若

M1

M2

2C=ψ

1C=ψ



画出穿过微元弧长的流量示意图，可以帮助记忆流函数定义。

在直角坐
标系中

rurur ddd θθψ −=
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xuyu yx ddd −=ψ

yux dψd

xuy d−
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在极坐
标系中

ψd

θdrur

ru dθ−
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θdr



说明流函数满足拉普拉斯方程，是调和函数。

流函数的概念本与流动是否无旋无关，在这里引出，是为了

下面建立不可压流体平面无旋流动复势的需要。

02
2

2

2

2

=−∇=
∂
∂

−
∂
∂

−=
∂
∂

−
∂

∂
ψ

ψψ
yxy

u
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如果不可压流体平面流动是无旋的，那么

若已知不可压缩流体平面流动的速度场，则流函数也可用定

义直接求或用寻找全微分的方法。



不可压流体平面无旋流动既有速度势函数又有流函数，它们

都满足拉普拉斯方程，都是调和函数。

三. 不可压缩流体平面无旋流动的速度势函数与流函数的关系
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∂
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xy
u
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u

y

x

ψϕ

ψϕ
根据它们和流

速场的关系可知

称这对调和函数满足

柯西 — 黎曼条件，互

为共轭调和函数。

等势线 和等流函数线（流线） 必是互相正交

的。

C=ϕ C=ψ

C=ϕ 上取一段微元弧长矢量 dl ，则

0dd =⋅= luϕ )()( CC =⊥= ϕψ)( C=⊥ ϕu



以上速度势函数和流函数的关系是在不可压缩流

体平面无旋流动的条件下建立的。

在不可压缩流体

平面有旋流动中就

只有流函数，没有

速度势。

在不可压缩流体

三维无旋流动中就

只有速度势，没有

流函数。

注意：

如不可压缩流体平面流动的流函数

22 yxx ++=ψ

流动有旋，不存在速度势。

12,2 −−== xuyu yx

求流函数求流函数求速度势求速度势

查是否平
面不可压

查是否
无旋



四. 理想不可压缩流体恒定有势流动的解法概述

求解数量场ϕ求解矢量场u ϕ∇=u

求解欧拉方程

p
t

∇−=
ρ
1

d
d fu

求解拉普拉斯方程
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2

2
2 =++=∇

zyx ∂
ϕ∂

∂
ϕ∂

∂
ϕ∂ϕ

的边值问题

欧拉积分 Cpz =
∇⋅∇

++
2

ϕϕ
γ

四个未知数

u , p

拉普拉斯方程的边值问题在

适定的边界条件下有唯一解。



理想不可压流体恒定平面有势流动同时存在速度势函数 和流函

数 ，这是一对共轭调和函数。给流场的求解带来更大的简便。

ϕ

常

用

的

解

法

ψ

分离变量法

奇点分布法

保角变换法

数值解法

几何（流网）法

实验（如水电比拟等）方法



绘制流网是求解理想不可压流体定常平面有势流动的一种近似

的几何方法，流网是由等速度势函数线族和等流函数线（流线）

族构成的正交网格。一般取速度势函数和流函数的增量相等，流

网呈正方形。根据流网可以图解流速，再由欧拉积分推算压力。
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y
ds
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φ+d
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ψ+d
ψ
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绘制流网要点:固壁为等流函数线(流线)；流线间隔按流量

相同划分，断面流速均匀，则流线间距相等；自由面也是一条

流线，但其位置、形状未知，需利用压强条件逐渐确定。

流网密处，流速大、压强小。流网

疏处，流速小、压强大。已知一点处

流速、压强，可知各点流速和压强。
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§5—5 理想不可压缩流体恒定平面势流的

奇点分布解法

一. 几种基本的不可压缩流

体平面有势流动

直线等速流动

整个流场速度都

一样，大小 ，与
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平面点源
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实际上是与流动平面垂

直的一条无限长线源，单

位长度源强为q

q为正称为

点源， q为负

称为点汇。



ru

o x

y

ψ
2

ψ
1

ψ
4

φ2

ψ
3

φ
3

φ
1

x
yqq 1tan

22
−==

π
θ

π
ψ

θ
π

θψ θ d
2

ddd qrurur =−=

等势线

流线

点源处 ∞== ur ,0 ，是流场的奇点

以点源为
圆心的同
心圆

从点源出发
的半射线



平面点涡
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实际上是与流动平面垂

直的一条无限长线涡，涡

强为Γ . 兰肯涡的简化模

型。
Γ 以逆时

针为正，顺

时针为负。
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流场中若有多个点涡，各点涡处于其它点涡诱导的流场中，

整个点涡组将会运动。点涡对自身的诱导速度为零。

上面的公式都是针对奇点处于原点得到的，若有多个奇点，

必有奇点不在原点位置，如为(a,b)，则相应的公式中(x,y)改
为(x-a,y-b).
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Γ
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二. 基本有势流动的叠加

• 势流叠加原理
拉普拉斯方程是

线性齐次的，解的

线性组合仍是解。

0,0 2
2

1
2 =∇=∇ ϕϕ 0)( 21

2 =+∇ ϕϕ ba

根据叠加原理，可用基本有势流动叠加成较复杂的有势流动。



• 平面偶极子 一对等强度的源和汇叠加的极限情况

间距 0→Δh
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强度为m，方向为 –x 轴的偶极

子的速度势
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强度为m，方向为 –x 轴的偶极

子的流函数
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偶极子方向为

x 轴 ， 结 果 反

号。
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• 直线等速流动 平面点源+

rqUr ln
2

cos
π

θϕ += θ
π

θψ
2

sin qUr +=

零流线

0=ψ0=θ

驻点 )0,
2

(
U

q
π

−

过驻点流线的流

线常数

2
q

=ψ

(上半段，θ 取 0 - π）
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过驻点流线
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过驻点流线在下游无穷远处开口宽度 U
q



设想用一刚性薄片按上述过驻点流线的形状弯成柱面，

从垂直于流动平面的方向插入流场，将不会影响内外两部分

流场的流动。这就是流线与固壁的等价原理。若按过驻点流

线的形状制成半无穷柱体放入流场相应位置，取代点源，此

时内部流动将不再存在，但外部流动仍不会改变。所以点源

对等速直线流动的影响与这个半无穷柱体对等速直线流动的

影响是等价的。上面我们得到的流场也就是等速直线流动绕

过半无穷柱体的绕流解。从这个意义上讲，点源这个抽象的

流动变成了一个具体、实在的概念。

流线与固壁的等价原理





• 直线等速流动 一对平面源汇+

过驻点流线封闭，呈扁平的卵

形。

一对平
面源汇

偶极子

如
何？



• 直线等速流动 偶极子+

r
mUr θ
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θϕ cos
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θψ sin
2
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a
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π2

零流线

0=ψ0=θ
πθ =

代表绕圆柱
r = a 的绕流

圆柱和偶极子的等价性



圆柱上的压强分布
上下、左右都对称

圆柱面 r = a
上的速度分布
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圆柱面 r = a上的压强分布

无量纲表达

圆柱在绕流中不受力，缘由是理想流体假设

a



无环量圆柱绕流是一个重要的平面有势流动，圆柱对来流

的作用完全可以由一个适当的偶极子来代替。

在无环量圆柱绕流解的基础上再叠加一个绕圆柱的环量，

即在原点加上一个平面点涡，易知圆柱面仍是流线，形成有

环量的圆柱绕流。此时，圆柱面上的速度大小和压强分布不

再是上下对称的了，因此引起升力。



平面壁镜像法可以使不

可压流体平面有势流动的奇

点分布解法得到进一步的扩

展。前面我们讨论的都是在

无界域（整个流动平面充满

流体）中放置的奇点解，不

能直接用于固壁一侧的半平

面流体区域中放置奇点的情

况，而借助于平面壁镜像法

就可以解决这个问题。

三. 平面壁镜像法

a
q



不妨以上半平面流体区域放置孤立奇点为例，探讨固壁 x 轴
对流动的影响。按照流线与固壁的等价原理，将流场延拓到下

半平面，并在下半平面与原奇点关于 x 轴对称的位置放置同样

的奇点，使延拓后的全平面流场中 x 轴成为一条流线，这样新

加的奇点对原奇点的影响就取代了固壁 x 轴的作用。

a
q q

q

a

a
两种情况下，上半平

面的流动是完全相同

的。



平面问题中的一条直

线，从三维角度看是无限大

的平面壁，所以这样的处理

方法称为平面壁镜像法。
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进而可求壁面上压强分布



若 x 和 y 轴都是固壁，考虑第一

象限内放置奇点的流动，可推广上

述方法，换成在全平面内上下、左

右都对称的四个奇点的流动来求

解。

取奇点关于平面壁的镜像

时，应该把点涡和偶极子的

方向也考虑进去。

此图中点
涡会移动


